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Des fronts d’onde en topologie

Emmanuel Ferrand

Différentes notions de « front d’onde », plus ou moins reliées entre-elles, inter-
viennent dans divers champs de la physique et des mathématiques (en particulier en
analyse microlocale). Il ne sera question ici que de la version la plus näıve, celle issue
du principe de Huygens (1629-1695), mais que l’on développera dans une direction
peut-être inattendue, celle de la topologie différentielle et de la théorie de nœuds.
Nous évoquerons au passage la géométrie différentielle extrinsèque des courbes et
des surfaces, les notions d’enveloppe et de contour apparent, les diagrammes de
bifurcation, la transformée de Legendre,...

L’essentiel de ce qui est résumé ci-dessous est exposé avec beaucoup plus de
brio par V.I. Arnold dans une multitude de publications, en particulier [Ar1]. Je
souhaite juste montrer ici la continuité entre ces considérations élémentaires et des
questions nettement plus pointues et récentes en topologie de contact.

1. Propagation des équidistantes

1.1. Le retournement de l’ellipse

Dans un milieu homogène isotrope représenté par le plan euclidien, on peut, en
suivant Huygens, modéliser un phénomène de propagation en considérant la famille
des courbes dites équidistantes à une courbe donnée, sur laquelle on aura choisi un
coté (i.e. une coorientation), pour indiquer le sens de la propagation. Cette courbe
initiale représentera le « front d’onde » au temps t = 0, la courbe équidistante
à distance t du coté indiqué, le front d’onde au temps t.

Déterminer les courbes équidistantes revient par définition à considérer l’en-
semble des points extrémités de segments de longueur t, perpendiculaires à la
courbe initiale. Supposons par exemple que la courbe initiale soit une ellipse, avec
une propagation vers l’intérieur. On voit que lorsque t est petit, cette courbe
équidistante est une courbe convexe, lisse. Mais, en un temps fini, ce processus de
propagation développe des singularités.

Le calcul montre que lorsque t est égal au rayon de courbure en un point
de la courbe initiale, alors l’équidistante correspondante est singulière au point
« image ». Dans le cas de l’ellipse, ces singularités sont des points de rebroussement
de première espèce, sauf lorsque t est égal à un des extrema du rayon de courbure.
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6 E. FERRAND

Fig. 1. Le retournement de l’ellipse.

Au cours de la propagation, l’ensemble des points singuliers décrit donc le lieu
des centres de courbure, i.e. la développée de l’ellipse, qui elle-même est une courbe
plane singulière (une sorte d’aströıde à 4 pointes).

Écrire explicitement les calculs pour cet exemple est un exercice simple mais
instructif sur la théorie des courbes paramétrées. Mais on peut aussi décrire les
équidistantes de la manière suivante, qui mélange le paramétré et l’implicite : Soit
γ : S1 7→ R2 notre courbe initiale supposée régulière, paramétrée par un angle
w ∈ S1. Notons F (Q,w) la distance entre un point Q du plan et le point γ(w) de
la courbe. Le point Q est l’extrémité d’un segment de longueur t > 0, orthogonal
à la courbe, si et seulement si F (Q,w) = t et si de plus w est un point critique pour
la fonction w 7→ F (Q,w). Ainsi, l’ensemble Γt , donné par la formule suivante :

Γt = {Q ∈ R2, ∃w ∈ S1,Ft(Q,w) = 0,
∂Ft

∂w
(Q,w) = 0},

où l’on a posé Ft(Q,w) = F (Q,w)− t, est l’union des deux équidistantes à dis-
tance t, correspondant à chacun des cotés de la courbe.

1.2. Le front d’onde

Le même genre de calcul peut se faire pour déterminer les hypersurfaces
équidistantes d’une sous-variété N immergée dans une variété riemannienne M , de
dimension n quelconque. On aboutit, modulo quelques hypothèses, à une formule
du type suivant, dans laquelle F est une fonction définie sur le produit M × N .

{Q ∈ M , ∃w ∈ N ,F (Q,w) = 0,
∂F

∂w
(Q,w) = 0}

Pour qu’une telle formule ait un sens, il n’est pas nécessaire de disposer d’une
immersion de N dans M , ni même que la dimension de N soit inférieure à celle
de M . Il suffit d’avoir deux variétés lisses M et N et une fonction définie sur le
produit. Un front d’onde sera ici un sous-ensemble de M défini localement par une
formule de ce type.1

1 même s’il n’est plus question d’onde du tout !
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DES FRONTS D’ONDE EN TOPOLOGIE 7

Nous allons dans la suite considérer diverses constructions issues de contextes
variés, qui font apparâıtre de tels fronts d’ondes.

2. Quelques autres exemples classiques

2.1. Enveloppes et principe de Huygens

Dans les livres de géométrie différentielle traditionnelle on apprend que, étant
donné une famille de courbes γλ dans le plan, indexées par λ ∈ I pour un certain in-
tervalle I et définies implicitement par une équation γλ = {Q ∈ R2,F (Q, λ) = 0},
on peut en définir l’enveloppe E , par la formule suivante :

E = {Q ∈ R2, ∃λ ∈ I ,F (Q, λ) = 0,
∂F

∂λ
(Q, λ) = 0},

ce qui montre qu’une enveloppe est un front d’onde.

Fig. 2. Les équidistantes comme enveloppes de cercles.

Ce n’est pas une surprise, les questions de propagation ne sont pas très loin.
Si l’on revient à la formule 1.1 pour les équidistantes d’une courbe, on s’aperçoit
que l’ensemble Γt est l’enveloppe de la famille des cercles de rayon t, centrés sur
la courbe initiale γ. C’est une version du principe de Huygens, selon lequel une
source compliquée (ici la courbe initiale γ) est équivalente à la superposition
de sources ponctuelles placées en chaque point de la source, émettant des fronts
d’onde circulaires.

2.2. Contours apparents

Considérons maintenant une surface N dans R3. Fixons un axe privilégié « ver-
tical », et considérons la projection sur le plan horizontal, orthogonal à cet axe.
Lorsqu’on regarde N (que l’on suppose fabriquée dans un matériau plus ou moins
translucide) depuis la direction verticale, on en voit le contour apparent, c’est-à -
dire la trace sur le plan de projection de l’ensemble des points de N où le plan
tangent à N contient la direction de projection.

En géographie, si N est le graphe de la fonction altitude et si de plus l’axe appelé
« vertical » ci-dessus est celui (plutôt horizontal) de notre regard dans un paysage
de collines, la ligne d’horizon est une partie seulement du contour apparent, les
collines n’étant pas translucides.
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Fig. 3. Deux contours dans le plan de tores immergés dans R3.
Exercice : retrouver les immersions correspondantes.

Si N est donnée implicitement par une équation régulière

F (x , y , z) = 0,

le plan tangent contient la direction verticale si et seulement si

∂F

∂z
(x , y , z) = 0

(le gradient de F , qui est orthogonal au plan tangent, est alors horizontal).
Le contour apparent est alors donné par

{(x , y), ∃z,F (x , y , z) = 0,
∂F

∂z
(x , y , z) = 0}.

Il s’agit donc bien d’un front d’onde au sens de 1.2. Il n’y a pas de raison de
se limiter au cas d’une surface dans l’espace tridimensionnel, on peut définir de
manière similaire le contour apparent pour une sous-variété dans un produit ou
dans l’espace total d’un fibré.

2.3. Bifurcations de valeurs critiques

Considérons une famille ft de fonctions d’une variable réelle w , paramétrée par t
dans un intervalle I . Le diagramme de bifurcation des valeurs critiques est le sous
ensemble de I × R constitué des couples (t, u) tels que u soit un extremum local.

C’est l’ensemble

{(t, u), ∃w , f ′t (w) = 0, u = ft(w)}
Si l’on pose F (t, u,w) = u− ft(w), on voit que cet ensemble est encore un front

d’onde, au sens de 1.2. C’est aussi le contour apparent du graphe de la fonction
(t,w) 7→ ft(w), projeté sur le plan (t, u).

Par exemple, pour ft(w) = w 3 − tw , le diagramme de bifurcation est un point
de rebroussement de première espèce.

Remarque. La transformation de Legendre s’inscrit dans ce contexte.
Considérons une fonction g d’une variable réelle w , et la famille de fonctions
paramétrée par t ∈ R définie par ft(w) = tw − g(w). Le diagramme de bifur-
cation des valeurs critiques de cette famille est constitué de tous les extrema
locaux. Supposons g convexe quadratique hors d’un compact. Chaque fonction ft
possède alors un maximum global. Si pour tout t on sélectionne ce maximum
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Fig. 4. Bifurcations des extrema de w 7→ w 3 − tw .

dans le diagramme de bifurcation, on obtient une fonction continue, en général
non lisse, et dont le graphe est un sous-ensemble du diagramme de bifurcation.
Nous verrons plus loin (3.3) comment dépasser certaines difficultés liées à cette
non-différentiabilité. Ce point de vue « front d’onde » peut être utile, par exemple
en thermodynamique classique, pour clarifier des diagrammes de phase (voir
Thom [Th], et aussi les travaux de F. Aicardi [AFV]).

2.4. Valeurs critiques, suite

La notion de valeur critique permet en fait d’unifier tout ce qui précède. Soient N
et M deux variétés lisses, et une application lisse ϕ : N → M . Le contour apparent
dans M du graphe de ϕ, G ⊂ N×M , n’est pas autre chose que l’ensemble Wϕ des
valeurs critiques de ϕ, c’est-à -dire l’ensemble des points de l’image de ϕ, image
d’un point où la différentielle de ϕ est de rang inférieur à dim(M).

Wϕ = {Q ∈ M , ∃w ∈ N ,Q = ϕ(w), dim(Dϕw (TwN)) < dim(M)}
Par exemple, si dim(N) < dim(M), tous les points de l’image sont critiques,

et Wϕ s’identifie avec l’image de ϕ.

2.5. Singularités

Les exemples de fronts d’onde rencontrés jusqu’ici présentaient en général des
singularités. Cette formulation en termes de valeurs critiques permet d’utiliser
toutes les ressources de la théorie des singularités, et d’identifier ces singularités
dans les cas génériques.

Il résulte de la théorie d’Arnold (voir, par exemple, [AGV] et [Ar2]) qu’un front
d’onde sur une surface est génériquement une courbe présentant des points de
rebroussement de première espèce et des points doubles transverses isolés (voir
les contours de la figure 2.2). Un front d’onde dans l’espace est génériquement
une surface présentant des lignes de points de rebroussement et de points doubles
transverses, des queues d’aronde et des points triples isolés.
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Fig. 5. Au voisinage d’une queue d’aronde.

3. Singuliers mais pas trop : le point de vue de contact

3.1. La structure de contact

Une meilleure compréhension des fronts d’ondes génériques provient de l’intro-
duction d’un ingrédient supplémentaire, la structure de contact. Revenons provisoi-
rement au cas des fronts d’onde dans le plan euclidien. Un élément de contact est
la donnée d’un point du plan et d’une droite passant par ce point. L’ensemble E
des éléments de contact du plan est donc de dimension 3, c’est le produit du plan
par l’espace projectif réel de dimension 1 (qui est un cercle).

Fig. 6. Le fibré des éléments de contact du plan et son champ
d’hyperplans naturel.

L’ensemble E nous parvient naturellement muni d’un champ de plan, obtenu
par la construction « tautologique » suivante. Représentons un élément e ∈ E par
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DES FRONTS D’ONDE EN TOPOLOGIE 11

un couple e = (Q,D), où Q est un point du plan, et D une droite passant par Q.
Soit ξe le plan de l’espace tangent à E en e, qui contient la direction tangente
à la fibre (le cercle) au dessus de Q, et qui, dans la direction « plane », contient
la droite D.

Ce champ de plans est la structure de contact naturelle de E . Une courbe lisse
immergée dans le plan se relève naturellement à E en associant à chaque point de
la courbe la tangente passant par ce point. Ainsi, s’il y a un croisement normal, ce
relèvement fournit deux points distincts dans la fibre au dessus du point double. Si la
courbe n’est plus immergée, mais possède des rebroussements de première espèce,
elle se relève aussi, car, à défaut de vecteur vitesse, il existe au point singulier
une droite tangente bien définie. Enfin si la courbe est un front d’onde générique
(immersion à croisements transverses en dehors de points de rebroussement de
première espèce isolés, voir 2.5), la courbe relevée est plongée : c’est un entrelacs
dans E .

La courbe relevée possède par construction une propriété remarquable : elle
est partout tangente au champ de plans ξ. On dit qu’elle est legendrienne. Un
front d’onde générique se relève en un entrelacs legendrien, et réciproquement, un
entrelacs legendrien générique se projette sur un front d’onde générique.

3.2. L’espace des 1−jets de fonctions J1(R)

Fixons dans le plan un système de coordonnées cartésiennes (t, u), et considérons
l’ouvert dense E formé par tous les éléments de contact non-verticaux, c’est-à -dire
ceux qui ne sont pas parallèles à l’axe des u. De tels éléments de contact sont
repérés par trois coordonnées cartésiennes, (t, u) pour le point base, et la pente p
de la droite non-verticale passant par (t, u). Le plan de contact au point (t, u, p) est
engendré par l’axe des p et le vecteur (1, p, 0) (autrement dit ξ = ker(du− pdt)).
Il s’agit de la structure de contact standard de R3.

Une fonction lisse d’une variable réelle donne une courbe plongée dans R3, le
« 1-graphe » de f , qui est l’ensemble des (t, u = f (t), p = f ′(t)), t ∈ R. Ce 1-
graphe est par construction legendrien. Réciproquement, toutes les courbes legen-
driennes de R3 dont la projection dans le plan (t, u) est lisse sont automatiquement
des 1-graphes. En effet, cette projection dans le plan, ne pouvant avoir de tangente
verticale, est le graphe d’une certaine fonction de la variable t.

La projection d’un entrelacs legendrien compact dans R3 est donc singulière. Les
points de rebroussement sont l’unique moyen de changer de direction selon l’axe
des t.

3.3. Transformation de Legendre, suite

L’application Φ : R3 → R3 définie par (t, u, p) 7→ (p, u − tp,−t) préserve le
champ de plans ξ. Elle envoie donc une courbe legendrienne sur une autre courbe
legendrienne. L’image du 1-graphe d’une fonction n’est pas en général le 1-graphe
d’une fonction, sauf si la projection sur l’axe des p est régulière, c’est-à -dire si la
fonction de départ est convexe ou concave. Le graphe de la « vraie » transformée
de Legendre (voir 2.3) est une section continue du front d’onde de la legendrienne
transformée.
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12 E. FERRAND

Fig. 7. Le front d’onde d’un nœud de trefle legendrien.

Un calcul montre que l’image par Φ du 1-graphe de f (t) = t3 a pour front
d’onde la courbe paramétrée par (3t2,−2t3). Plus généralement, au niveau des
fronts d’onde, cette transformation envoie les points d’inflexion sur des points de
rebroussement. On peut vérifier que l’inverse est aussi vrai. Φ est en fait une version
locale de la dualité projective (voir, par exemple, [Fe]). Par ailleurs, cette transfor-
mation, qui induit une rotation de π

2 dans le plan (t, p), est la « déquantification
de Maslov » de la transformation de Fourier (voir, par exemple, [Li]).

3.4. Entrelacs legendriens

Un entrelacs legendrien dans R3 est complètement déterminé par son front
d’onde. En effet, la tangence à ξ implique que p = du

dt le long d’une courbe
legendrienne. Un front d’onde code donc un entrelacs dans l’espace. Pour obtenir
le diagramme de nœud correspondant, il suffit de voir qu’à chaque croisement la
branche qui a la plus grande pente p passe au dessus.

Réciproquement, tout diagramme de nœud peut être transformé de sorte que
les croisements respectent cette convention, et peut donc être réalisé par un front
d’onde, quitte à lui ajouter quelques points de rebroussement (qui ne changent pas
la topologie du nœud correspondant). Cette manière de coder les entrelacs par un
dessin purement bidimensionnel est connue aujourd’hui sous le nom de diagramme
en grille (« grid diagram ») et sert à la formulation combinatoire de l’homologie
de Heegaard-Floer des entrelacs (voir, par exemple, [NT]).

La question de la classification des entrelacs legendriens (i.e. déterminer si deux
entrelacs sont ou non dans la même composante connexe de l’espace des plonge-
ments legendriens) possède un intérêt propre en topologie de contact. Cette théorie
des nœuds « sous contrainte » legendrienne est équivalente à la classification des
fronts d’onde modulo trois mouvements élémentaires, cousins des trois mouvements
de Reidemeister. Des invariants assez subtils peuvent être définis dans ce cadre, en
particulier une version de l’homologie de contact relative (voir, par exemple, [Ng])
ou bien les « décompositions de front d’onde » de Chekanov et Pushkar, [CP].

4. Éléments de contact, suite

La construction de 3.1 peut être reformulée et généralisée comme suit. Un
élément de contact sur une variété M de dimension n est la donnée d’un point
Q de M et d’un hyperplan vectoriel dans TQM . Comme un tel hyperplan s’identi-
fie à une droite dans T ∗

QM , l’ensemble E des éléments de contact de M n’est pas
autre chose que PT ∗M , la projectivisation fibre à fibre du fibré cotangent de M .

Or T ∗M est tautologiquement muni d’une 1-forme dite « de Liouville », notée λ,
et qui s’écrit ΣPidQi dans un système (P1, . . . ,Pn,Q1, . . . ,Qn) de coordonnées
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Fig. 8. La dualité projective.

canoniques de T ∗M , (Q1, . . . ,Qn) désignant des coordonnées sur M . La projecti-
visation du noyau de λ induit un champ d’hyperplans ξ sur E . C’est la structure
de contact2 naturelle de E . Les sous-variétés legendriennes de E sont les sous-
variétés de dimension n− 1, partout tangentes au champ d’hyperplans ξ (dont on
peut montrer qu’il ne possède pas de sous-variété intégrale de dimension supérieure
à n − 1).

Soit π : E → M la projection naturelle et L une sous-variété legendrienne de E .
L’ensemble π(L) est par définition le front d’onde de L. On peut montrer qu’il est
bien décrit localement par une formule du type 1.2. Comme ci-dessus, la donnée
d’un front d’onde générique détermine la legendrienne plongée qui vit au dessus.
Une sous variété N ⊂ M est toujours le front d’onde de la legendrienne L constituée
de tous les éléments de contact tangents à N (L est la projectivisation du fibré
conormal de N). Si N est réduite à un point dans M , L est la fibre de π au dessus
de ce point.

4.1. Dualité projective

Ce cadre est le bon pour formuler la dualité projective. On suppose que M
est l’espace projectif réel de dimension n. Notons M∨ l’espace projectif dual, l’en-
semble des hyperplans projectifs de M . Un élément de contact de M détermine
un hyperplan projectif, donc un point de M∨, et réciproquement. Ainsi il existe
une bijection naturelle entre les ensembles des éléments de contact E et E∨ de
M et M∨. On peut se convaincre que cette bijection préserve les structures de
contact naturelles, et donc on peut identifier E et E∨. Autrement dit, il existe
deux projections π : E → M et π∨ : E → M∨, dont les fibres sont des espaces
projectifs (de dimension n − 1) legendriens, et en chaque point de E , l’hyperplan
de contact est engendré par les espaces tangents des deux fibres correspondantes.

2 et plus généralement, une variété de contact est une variété munie d’un champ d’hyperplans
localement modelé sur cette construction, ce qui explique et justifie la terminologie « de contact ».
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Par construction, pour obtenir le dual projectif d’une sous-variété N de M ,
i.e. l’ensemble des hyperplans projectifs tangents à N , il suffit de relever N à E
(i.e. considérer son conormal projectivisé) puis de projeter par π∨. Le dual projectif
d’une sous-variété est donc un front d’onde, en général singulier. Par exemple, si
M est le plan projectif, la dualité échange points d’inflexion et points de rebrous-
sement. Si N est une surface immergée dans l’espace projectif de dimension 3,
les lignes de points de rebroussement du front dual correspondent aux courbes
paraboliques sur la surface (voir [Ar2], [Ur]).

4.2. Éléments de contact coorientés et propagation de fronts

Si au lieu de projectiviser fibre à fibre le cotangent d’une variété M on se
contente de le sphériser, on obtient l’ensemble des éléments de contact coorientés
de M . Si l’on fixe de plus une métrique riemannienne sur M , l’ensemble des éléments
de contact coorientés s’identifie avec le fibré tangent unitaire T1M , qui est muni
d’une 1-forme (dite « de contact ») α naturelle. Notons encore π : T1M → M la
projection naturelle. Soit v ∈ T1M , et V un vecteur tangent à T1M en v . Alors
Dπv (V ) est un vecteur tangent à M en π(v), on peut donc l’évaluer contre v
à l’aide de la métrique, et c’est là ce qui définit notre forme. Par exemple, dans
le cas du plan euclidien muni de coordonnées (x , y), un vecteur unitaire s’identifie
avec un angle θ et α avec la forme cos(θ)dx + sin(θ)dy .

Le flot géodésique de la variété riemannienne M habite naturellement sur T1M .
On peut vérifier qu’il préserve la structure de contact [Ar1]. Dans ce contexte, la
propagation de fronts évoquée en 1 se reformule et se généralise ainsi :

Étant donné une hypersurface coorientée N de M, on la relève dans T1M en
considérant l’ensemble (legendrien) L formé par tous les éléments de contact tan-
gents à N et dont les coorientations sont compatibles. Propager N au temps t dans
la direction de la coorientation revient à transporter L par le flot géodésique jus-
qu’au temps t, puis à projeter sur M la sous-variété legendrienne Lt ainsi obtenue.
Le front π(Lt) est en général singulier.

4.3. Singularités nécessaires

Il me reste à évoquer des résultats non-élémentaires dans cette théorie. Je
vais me limiter à un exemple, qui rentre dans le cadre plus large des résultats de
singularités « globalement nécessaires » en topologie symplectique ou de contact,
dans lequel on peut ranger la conjecture d’Arnold sur l’intersection lagrangienne.
Il s’agit d’une question posée par Arnold à la fin du siècle dernier [Ar2], et résolue
par Chekanov et Pushkar en 2002 [CP].

Reprenons l’exemple de la propagation de l’ellipse. Nous avons observé que ce
processus fait apparâıtre des fronts d’onde singuliers, et qu’à un moment de la
propagation, 2, puis 4 singularités coexistent. Elles finissent par disparâıtre, et à la
fin le front d’onde reprend une forme convexe et se propage vers l’extérieur.

Arnold demande si ce phénomène (coexistence de 4 singularités) persiste pour
un phénomène de propagation dans un milieu (métrique riemannienne) quelconque.
En fait il demande si ces singularités sont nécessaires pour des raisons topologiques,
et formule une question indépendante de toute métrique : On considère le relevé
legendrien L0 ⊂ T1R2 de l’ellipse coorientée vers le centre (correspondant au front
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DES FRONTS D’ONDE EN TOPOLOGIE 15

d’onde initial), le relevé legendrien L1 ⊂ T1R2 d’une courbe convexe coorientée vers
l’extérieur (représentant le front d’onde « retourné »), et une famille Lt quelconque
de plongements legendriens reliant L0 à L1. Est-il vrai qu’il existe alors un instant t
tel que 4 singularités (comptées avec multiplicité) coexistent sur le front d’onde
π(Lt) ?

Je ne connais pas de preuve élémentaire de ce résultat pourtant très concret. La
théorie, assez technique, de Chekanov et Pushkar de « décomposition des fronts
d’onde » [CP], permet de répondre par l’affirmative à la question d’Arnold. Elle
fournit par ailleurs des invariants puissants (dans l’esprit de l’homologie de contact
d’Eliashberg [EGH]) pour le problème de la classification des entrelacs legendriens.
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Analyse semiclassique
d’algorithmes de type Metropolis

Laurent Michel1

1. Introduction

Le calcul numérique effectif est un problème qui se pose fréquemment dans
divers domaines des sciences (Physique, Biologie, Médecine, etc.). Dans bien des
situations, les méthodes déterministes de calcul sont mises en défaut et on a recours
à des méthodes probabilistes dites de Monte-Carlo. Supposons par exemple que f
est une fonction continue sur un intervalle borné [a, b] et que 0 6 f 6 1. Si la
fonction f varie très vite, les méthodes de discrétisation de l’intervalle [a, b] pour
calculer numériquement l’intégrale de f demanderont un très grand nombre de pas.
Si ce nombre est trop grand, la méthode devient inopérante pour des raisons de
temps de calcul. Une approche probabiliste (qui est le fondement de la théorie de
la mesure) consiste à découper [0, 1] en petits morceaux [ak , ak+1] et à approcher
l’intégrale de f par

N∑
k=0

pkak ,

où pk/(b−a) est la probabilité que f (x) appartienne à [ak , ak+1]. Le nombre d’inter-
valles nécessaires pour une bonne approximation étant raisonnable, la méthode est
efficace, à condition que l’on soit capable de calculer les probabilités pk . En d’autres
termes, le problème initial du calcul numérique de l’intégrale de f se ramène au
problème suivant : déterminer un algorithme qui permette de tirer au hasard pour
la densité f lorsque celle ci n’est pas facilement calculable.

L’algorithme de Metropolis, du nom de N. Metropolis, appartient à cette famille
et c’est sans doute l’un des algorithmes les plus utilisés. P. Diaconis rapporte
souvent l’exemple suivant pour illustrer son efficacité (voir par exemple [Dia09]).
Un de ses collègues lui propose de décoder un texte T écrit avec des symboles
puisés dans un ensemble B. Si l’on note A l’alphabet latin augmenté des symboles
usuels (point, virgule, espace, etc.), il s’agit de déterminer la fonction

f : B → A
qui donnera un sens au message. Une approche très näıve consisterait à tester
successivement toutes les fonctions d’encodage f . Or, en pratique, ces ensembles
ont un cardinal élevé (de l’ordre de 40 symboles pour écrire en français). Par
conséquent, l’ensemble des fonctions d’encodage contient 40! éléments (en sup-
posant pour simplifier que A et B ont même cardinal). La simple énumération de
tous ces éléments est donc inaccessible aux ordinateurs.

Il faut donc trouver un algorithme qui en un certain sens favorise les fonc-
tions d’encodage plausibles. Une hypothèse raisonnable, consiste à penser que la
fonction f établit une correspondance entre les ensembles B et A qui respecte

1 Université de Nice.
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la répartition des lettres dans la langue française. Pour obtenir ces statistiques,
on peut partir d’un texte classique et enregistrer pour chaque symboles x et y ,
la proportion M(x , y) de châınes xy dans le texte (si l’on utilise par exemple les

2500 pages d’ « À la recherche du temps perdu », à raison de 4000 caractères par
page, la collecte des occurrences M(x , y) nécessitera de l’ordre de 107 opérations,
nombre négligeable par rapport à 40 !). Si on note (ti )i∈{1,...,N} la suite des sym-
boles apparaissant dans le message codé T , on introduit alors la plausibilité de f :

(1) Pl(f ) = ΠN
i=1M(f (ti ), f (ti+1)).

Plus le nombre Pl(f ), est grand plus le décodeur f respecte les statistiques de la
langue française. On cherche donc une fonction f qui maximise la plausibilité. Pour
cela, on part d’une fonction de codage arbitraire f1 que l’on va modifier en une
fonction f2 de manière à augmenter sa plausibilité et on itère le procédé. Le choix
retenu pour passer de f1 à f2, est donné par l’algorithme de Metropolis qui suit :

– On commence par calculer p1 = Pl(f1).
– À partir de f1 on fabrique une fonction f ∗1 en effectuant une transposition

aléatoire des valeurs que f1 attribue à deux symboles.
– On calcule p∗1 = Pl(f ∗1 ). Si p∗1 > p1, on pose f2 = f ∗1 .
– Si p∗1 < p1, on joue à pile ou face avec probabilité p∗1/p1. Si le résultat est

pile, on pose f2 = f ∗1 et si c’est face on pose f2 = f1.

On itère ensuite le procédé à partir de f2.

Bien que l’ensemble de toutes les fonctions possibles soit très grand, cet
algorithme converge très rapidement. C’est du moins, ce qu’on peut observer sur
des simulations. On renvoie à [Dia09] pour plus de détails.

Un autre exemple très connu est celui du problème des sphères dures. C’est pour
traiter ce problème que Metropolis et al [MRR+53] ont élaboré leur algorithme.

Étant donnés un entier N > 1 et un réel ε > 0 fixés, on cherche à disposer
aléatoirement N disques de rayon ε dans une boite B̃ =] − A − ε,A + ε[2 de
manière à ce que les disques ne se recouvrent pas. Ce problème est posé par
l’étude de phénomènes de transitions de phases en physique statistique. Dans ce
modèle, les disques représentent des atomes et le nombre N est donc très grand
(on renvoie à [Uhl68] pour une description du modèle).

Si on numérote les disques et qu’on note x1, . . . , xN la position de leurs centres
respectifs, on cherche donc à tirer au hasard un point X = (x1, . . . , xN) dans
l’espace de configuration

(2) ON,ε = {X ∈ BN , ∀i 6= j , |xi − xj | > ε},
où B =] − A,A[2. Ici, le terme « hasard » signifie « uniformément par rapport
à la mesure de Lebesque sur ON,ε ». Or, la géométrie de cet ouvert étant très
compliquée (par exemple, le volume de ON,ε est inconnu), la mesure de Lebesgue
associée n’est pas directement accessible. Pour dépasser ces difficultés, Metropolis
et al [MRR+53] ont élaboré un algorithme de type Monte-Carlo. Nous décrivons ici
une version semiclassique de cet algorithme qui nécessite la donnée d’un paramètre
h > 0. On part d’une configuration arbitraire X 1 = (x1

1 , . . . , x
1
N) ∈ ON,ε et on itère

le procédé suivant :
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– On choisit un des N disques au hasard, disons le k ième et on déplace son
centre x1

k au hasard uniformément dans une boule de rayon h. On note x1,∗
k sa

nouvelle position et X 1,∗ = (x1
1 , . . . , x

1,∗
k , . . . , x1

N) ∈ R2N la nouvelle configuration.
Si X 1,∗ ∈ ON,ε, on pose X 2 = X 1,∗.

– Si X 1,∗ /∈ ON,ε, on pose X 2 = X 1 (i.e. on reste au point précédent).

On fabrique ainsi une suite de points X 1, . . . ,X n et lorsque n devient grand
la répartition des X n dans l’ouvert ON,ε est uniforme par rapport à la mesure de
Lebesgue.

En pratique, le nombre d’étapes nécessaires pour atteindre l’uniformité est rai-
sonnable (au regard du nombre de disques N) et cet algorithme est très efficace
pour simuler un échantillon représentatif de configurations. On peut alors utili-
ser cet échantillon pour calculer des quantités physiques (des intégrales) par une
méthode de Monte-Carlo.

Le but de cet article est de montrer comment obtenir sur certains exemples
un contrôle théorique à priori sur le nombre d’étapes nécessaires avant d’atteindre
l’uniformité. C’est un sujet très vaste et nous aborderons essentiellement le cas
d’algorithmes de Metropolis sur des espaces d’états continus et dans un cadre
semiclassique, c’est à dire lorsque le déplacement élémentaire est contrôlé par un
petit paramètre h. On renvoi aux articles [LD07], [DL09], [DL09], [LM09], [DLM08]
pour des résultats complets et à [Leb] pour une synthèse. Il existe aussi une très
large littérature lorsque l’espace d’état est un ensemble fini de cardinal N . Dans ce
cas, il très intéressant de relier la vitesse de convergence de l’algorithme à N (par
exemple dans le cas du message codé, N = ♯A!). Pour une introduction à cette
problématique ainsi que des références complètes, nous référons à [Dia09], [SC97],
[DSC98].

L’article est organisée comme suit. Dans une première partie, on rappelle
quelques propriétés élémentaires des châınes de Markov et des noyaux de Markov,
puis on donne une définition de l’algorithme de Metropolis dans un cas métrique.
La seconde partie est consacrée à des rappels de théorie spectrale des opérateurs.
On se limite dans cette partie au cas des opérateurs bornés, afin de simplifier
l’exposition. Enfin dans une dernière partie, on montre comment une analyse
spectrale fine permet de déterminer la vitesse de convergence de l’algorithme de
Metropolis semiclassique. En particulier on traite le problème des sphères dures.

2. Généralités sur les châınes de Markov

2.1. Châınes de Markov sur un espace fini

Soit (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires sur un espace de probabilités
(Ω,F ,P) à valeurs dans un espace X . On dit que (Xn)n∈N est une châıne de
Markov si la connaissance de la châıne au temps n ne dépend que de sa valeur
au temps n − 1. Autrement dit, pour tout n ∈ N et pour tout x1, . . . , xn ∈ X , on
demande

(3) P(Xn = xn|Xn−1 = xn−1, . . . ,X1 = x1) = P(Xn = xn|Xn−1 = xn−1)

où P(A|B) désigne la probabilité conditionnelle de A sachant B. On supposera ici
que les châınes de Markov considérées sont homogènes, c’est à dire que pour tout
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x , y ∈ X la probabilité P(Xn = y |Xn−1 = x) est indépendante de n. On notera
K (x , y) cette quantité.

Si on suppose que l’ensemble X est fini de cardinal m. Les probabilités de
transitions (K (x , y))x,y∈X définissent une matrice m × m à coefficients réels ,
positifs et tels que pour tout x ∈ X

(4)
∑
y∈X

K (x , y) = 1

On notera K cette matrice.

Supposons donnée une probabilité π(x) sur X . On dit que π est stationnaire
pour K si quelque soit y ∈ X on a

(5)
∑
x∈X

π(x)K (x , y) = π(y)

Autrement dit, on demande que le vecteur (π(y))y∈X soit un vecteur propre de la
matrice K t pour la valeur propre 1.

Le théorème fondamental de châınes de Markov (simple corollaire du théorème
de Perron-Frobenius) affirme que sous une simple hypothèse de connectivité, il
existe une unique mesure stationnaire et que les itérés K n de la matrice de transition
convergent vers la distribution stationnaire.

Théorème 0.1. Supposons qu’il existe n0 ∈ N tel que pour tout n > n0,
K n(x , y) > 0 pour tout x , y ∈ X. Alors, K possède une unique distribution
stationnaire π et pour tout x , y ∈ X, on a limn→+∞ K n(x , y) = π(y).

Autrement dit, quelque soit le point de départ x , au bout de n étapes la châıne
a une probabilité très proche de π(y) d’être en y , pourvu que n soit grand. Si l’on
cherche à échantillonner π (i.e. à tirer des points au hasard par rapport à π) et que
l’on ne connâıt pas π, le théorème précédent affirme qu’une châıne de Markov pour
laquelle π est stationnaire fera l’affaire pourvu qu’on l’ait itérée suffisamment. Un
problème naturel consiste donc à trouver une châıne de Markov pour laquelle π est
stationnaire qui soit calculable. L’estimation du nombre d’itération nécessaire pour
atteindre l’uniformité est aussi d’un grand intérêt.

2.2. Algorithme de Metropolis sur un ensemble fini

On suppose toujours que X est un ensemble fini et on se donne une probabilité π
sur X . On suppose en outre que la probabilité π n’est connue qu’à une constante
multiplicative près. On cherche à construire une matrice de Markov M pour la-
quelle π est stationnaire. Une réponse évidente consiste à prendre M(x , y) = π(y)
quelque soit x . Autrement dit, on choisit une probabilité de transition de x à y
uniforme et égale à π(y). En pratique ce choix n’a aucun intérêt : la probabilité π
étant inconnue, la matrice M l’est aussi.

Supposons maintenant qu’on dispose d’une matrice de Markov K (x , y)
(n’ayant à priori aucun lien avec π), qui soit connue et qui vérifie K (x , y) = 0
ssi K (y , x) = 0. On va fabriquer à partir de K une matrice M pour laquelle
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π est stationnaire. Pour cela on introduit le taux d’acceptation A(x , y) =
π(y)K (y , x)/π(x)K (x , y) et on pose :
(6)

M(x , y) =


K (x , y) si x 6= y et A(x , y) > 1

K (x , y)A(x , y) si x 6= y et A(x , y) < 1
K (x , y) +

∑
z|A(x,z)<1 K (x , z)(1− A(x , z)) si x = y

Cette formule a une interprétation simple en terme de châınes de Markov. Sup-
posons que la châıne est en x . Pour déterminer sa position à l’étape suivante,
on choisit y au hasard à l’aide du noyau K . Si A(x , y) > 1, on bouge en y . Si
A(x , y) < 1, on accepte ce mouvement avec probabilité A(x , y) et on reste sur
place avec probabilité 1 − A(x , y). Contrairement à l’exemple trivial discuté au
début de ce paragraphe, les coefficients de la matrice M sont calculables, puisqu’ils
ne font intervenir que des quotients π(x)/π(y), quantité dans laquelle la constante
de renormalisation inconnue a disparu.

Il est assez facile de voir que la châıne M vérifie π(x)M(x , y) = π(y)M(y , x) et
par conséquent

(7)
∑

x

π(x)M(x , y) =
∑

x

π(y)M(y , x) = π(y)
∑

x

M(y , x) = π(y).

Autrement dit, π est stationnaire pour M .

Revenons maintenant à l’exemple de cryptographie discuté précédemment. Dans
ce cas, X est l’ensemble des bijections de B dans A. Si ces ensembles ont disons
40 éléments, alors ♯X = 40!. La probabilité π est donnée par

(8) π(f ) = z−1ΠN
i=1M(f (ti ), f (ti+1))

où z est une constante de renormalisation et T = (ti )i=1,...,N est le texte codé. En
pratique, pour calculer z, on doit sommer la définition précédente sur toutes les
fonctions f ∈ X . Or, X contient tant d’éléments que ce calcul est impossible. Par
contre, il est très facile de définir la châıne de Markov K qui consiste à fabriquer une
fonction f ∗ à partir de f en transposant aléatoirement les valeurs que f associe à
deux symboles. On applique ensuite le procédé de Metropolis à K et l’on s’aperçoit
que le problème du calcul de la constante z disparâıt.

2.3. Généralités sur les noyaux de Markov

Soit (X , d) un espace métrique et B la tribu des Boréliens de X . On note L∞(X )
l’espace des fonctions bornées sur X , muni de la norme ‖ f ‖∞= supx∈X |f (x)|.
Définition 0.2. Un noyau de Markov K (x , dy) sur X est une application de X à
valeurs dans les mesures Boréliennes sur X telle que :

– pour tout x ∈ X, K (x , dy) est une mesure de probabilité
– pour tout A ∈ B, x 7→ K (x ,A) =

∫
A

K (x , dy) est une fonction mesurable.

Pour f ∈ L∞(X ) on définit K (f ) par

(9) K (f )(x) =
∫

X

f (y)K (x , dy).
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Puisque K (x , dy) est une mesure de probabilité, la fonction K (f ) appartient à
L∞(X ) et on a

K (1) = 1

f > 0 =⇒ K (f ) > 0

‖ K (f ) ‖∞6‖ f ‖∞
(10)

On définit les itérées d’un noyau de Markov par

(11) Km+nf (x) =
∫

X

Km(f )(y)K n(x , dy)

NotonsM(X ) l’espace des probabilités sur X .M(X ) s’injecte dans le dual des
fonctions continues bornées C 0

b (X ) par

(12) 〈π, f 〉 =
∫

X

f (x)dπ(x)

Par suite, K t opère surM(X ) par

(13) 〈K t(π), f 〉 = 〈π,K (f )〉
Définition 0.3. Une probabilité π est dite invariante pour K si K t(π) = π.

Le théorème suivant est le pendant du théorème 0.1 dans le cas continu.

Théorème 0.4. Supposons que X est un intervalle compact de R. Supposons que
le noyau K vérifie les hypothèses suivantes :

– ∃n0 ∈ N, ∀n > n0, ∀x ∈ X , ∀A ∈ B, K n(x ,A) > 0
– Pour toute fonction f uniformément continue sur X , la famille (K n(f ))n∈N

est équicontinue sur X .

Alors, pour tout x ∈ X et A ∈ B, on a limn→∞ K n(x ,A) = π(A).

On renvoie à [Fel71] pour la preuve de ce théorème et une exposition générale
sur les noyaux de Markov.

Évidemment ce résultat est loin d’être optimal puisqu’il affirme seulement une
convergence ponctuelle sans préciser la vitesse à laquelle la convergence a lieu. Par
la suite, on travaillera avec la distance de variation totale.

Définition 0.5. Soient µ et ν deux mesures de probabilité sur X . Leur distance
en variation totale est définie par

(14) ‖ µ− ν ‖TV = sup
A∈B
|µ(A) − ν(A)| = 1

2
sup

f∈L∞,‖f ‖∞61

|
∫

fdµ−
∫

fdν|

Revenons au cas où K (x , dy) est un noyau de Markov sur X admettant une me-
sure stationnaire π. Notons Π0 le projecteur sur les fonctions constantes Π0(f ) =∫
X

f (x)dπ(x). La distance de variation totale entre K n(x , dy) et la mesure sta-
tionnaire est une quantité qui dépend du point de départ x . Il est donc naturel
d’essayer d’estimer cette quantité indépendamment de x . Il vient de la définition
précédente que

(15) sup
x∈X
‖ K n(x , dy)− π ‖TV =

1

2
‖ K −Π0 ‖L∞→L∞
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Nous verrons par la suite, comment des techniques spectrales permettent d’es-
timer cette quantité. Une difficulté notable vient du fait qu’on doit estimer un
opérateur dans L∞, un espace fonctionnel qui n’est pas naturellement associé à la
décomposition spectrale des opérateurs.

2.4. Un algorithme de Metropolis dans le cas continu

Nous décrivons ici la classe d’algorithmes que nous étudions. Ces algorithmes ont
été introduits en 1953 par Metropolis et al [MRR+53] pour étudier des problèmes
de transitions de phase modélisés à travers le problème des sphères dures. De nom-
breuses généralisations ont été développées depuis. Nous décrivons ici un algorithme
de Metropolis semiclassique associé à une mesure de densité sur un ouvert d’une
variété Riemannienne.

On se donne une variété Riemannienne, lisse, compacte sans bord (M , g). On
note dg (x , y) la distance géodésique entre deux points de la variété et dgx la
forme volume induite par la métrique. Pour h ∈]0, 1], on note B(x , h) la boule
riemannienne centrée en x et de rayon h et on note |B(x , h)| son volume.

Soit Ω un ouvert de M et ρ(x) une fonction bornée sur Ω telle que dπ(x) =
ρ(x)dgx est une probabilité sur Ω. On considère l’opérateur Th défini sur les fonc-
tions continues sur Ω par

(16) (Thf )(x) = vh(x)f (x) +
1

|B(x , h)|
∫

Ω

1B(x,h)(y)f (y)dg y

avec vh(x) = 1 − 1
|B(x,h)|

∫
Ω 1B(x,h)(y)dgy . On remarque que la fonction vh est à

valeurs dans [0, 1[. On note th le noyau de Th, qui est donné par

(17) th(x , dy) = vh(x)δy=x +
1{dg (x,y)6h}
|B(x , h)| dgy , ∀x ∈ Ω

où δy=x est la mesure de Dirac centrée en x :
∫
Ω

f (y)δy=x = f (x) pour toute
fonction continue f .

Par définition, quelque soit x ∈ Ω, th(x , dy) est une mesure de probabilité sur Ω,
et par conséquent th est un noyau de Markov. C’est le noyau associé à la marche
aléatoire naturelle sur la variété définie de la manière suivante : si la marche est
au point x , elle se déplace en un point y ∈ M choisi uniformément dans la boule
géodésique centrée en x et de rayon h. Si le point fabriqué ainsi est encore dans
l’ouvert Ω, on effectue le mouvement, si par contre il sort de Ω, on reste au point x .

Le noyau de Markov ainsi fabriqué admet la mesure stationnaire dµ(x) =
Zh|B(x , h)|dg x , où Zh est une constante telle que dµ est une probabilité sur Ω. Le
fait que Zh est incalculable en pratique pose à priori un problème.

La stratégie de Metropolis consiste à modifier le noyau th de sorte qu’il admette
dπ(x) = ρ(x)dgx comme mesure stationnaire. Pour cela, on remarque que les
mesures µ et π sont reliées de la manière suivante :

(18) dπ(x) = p(x)dµ(x)
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avec p(x) = Zhρ(x)
|B(x,h)| . On définit le taux d’acceptation A(x , y) associé à la fonction

p(x) par

(19) A(x , y) := min(1,
p(y)
p(x)

) = min(1,
ρ(y)|B(x , h)|
ρ(x)|B(y , h)| ).

On remarque au passage que la constante Zh inconnue a disparu. Le noyau de
Metropolis est alors défini par

(20) Mh(x , dy) = wh(x)δy=x + min(1,A(x , y))th(x , dy)

avec wh(x) = 1 − ∫
Ω min(1,A(x , y))Kh(x , dy). En terme de marche aléatoire, le

noyau précédent se comprend de la manière suivante. Si la marche est au point
x , elle se déplace en un point y construit grâce au noyau th(x , dy). Si le point
obtenu vérifie p(y) > p(x), on garde le déplacement. Dans la cas contraire, on
effectue le mouvement avec probabilité A(x , y) et on reste sur place avec probabilité
1− A(x , y).

Si on utilise la définition de th, un simple calcul montre que

(21) Mh(x , dy) = mh(x)δy=x + Kh(x , dy)

avec

(22) Kh(x , dy) = min(1,A(x , y))
1{dg (x,y)6h}
|B(x , h)| dgy

et mh(x) = 1− ∫
Ω

Kh(x , dy).
On traitera plus tard deux exemples : le cas où M est une variété abstraite,

Ω = M et la fonction ρ est constante ainsi que le cas où Ω est un ouvert borné
de Rd (qui peut toujours être plongé dans un tore plat). Dans chacun des cas,
le but est d’estimer la vitesse de convergence de Mn

h vers la mesure stationnaire

dπ(x) = ρ(x)dx . Au regard de (15), ceci revient à estimer ‖ Mn
h−Π0 ‖L∞→L∞ . À la

manière de ce qui est fait en dimension fini pour calculer les puissances successives
d’une matrice on aimerait pouvoir diagonaliser l’opérateur Mh.

3. Quelques résultats classiques en théorie spectrale

3.1. Spectre des opérateurs autoadjoints compacts

On rappelle ici quelques résultats classiques de théorie spectrale. Pour simplifier
l’exposition on se limite au cas des opérateurs bornés. On renvoi à [Bre83] et
[RS72] pour une exposition plus complète. Supposons que (H, 〈., .〉) est un espace
de Hilbert (par exemple L2(Ω)). Un opérateur borné T sur H est une application
linéaire continue T : H → H. Le spectre de T est défini de la manière suivante :

Définition 0.6. On dit que z ∈ C n’est pas dans le spectre de T si l’opérateur
T − z est inversible. Dans ce cas, on note R(z) = (T − z)−1 l’inverse de T − z
appelé résolvante. On notera Spect(T ) le spectre de T .
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D’après le théorème de l’application ouverte, la résolvante R(z) est un opérateur
continu pour toute valeur de z où elle est bien définie. Lorsque H est un espace de
dimension finie, le spectre est constitué de valeurs propres, c’est à dire de nombres
complexe λ tels que (T −λ) n’est pas injectif. En dimension infinie, il peut exister
des éléments du spectre qui ne sont pas valeurs propres.

Définition 0.7. L’adjoint de T est l’unique opérateur borné T ∗ tel que 〈Tf , g〉 =
〈f ,T ∗g〉 quels que soient f , g ∈ H. On dit que l’opérateur T est autoadjoint si on
a T ∗ = T.

Il est facile de voir que lorsque T est autoadjoint, Spec(T ) ⊂ R. En fait, si on
note ‖ T ‖ la norme d’opérateur de T , on a Spec(T ) ⊂ [− ‖ T ‖, ‖ T ‖].
Définition 0.8. On dit qu’un opérateur borné T : H → H est compact si
l’adhérence de l’ensemble T ({f ∈ H, ‖ f ‖6 1}) est compacte.

Il est bien connu que la précompacité des ensembles bornés d’un espace vectoriel
normé caractérise le fait qu’il est de dimension finie. Conséquence de ce théorème
dû à Riesz, la théorie spectrale des opérateurs compact est très agréable.

Théorème 0.9. Soit T : H → H un opérateur auto-adjoint compact. Les asser-
tions suivantes sont satisfaites :

– 0 ∈ Spec(T ).
– Spec(T ) est un ensemble discret et le seul point d’accumulation possible de

cet ensemble est 0.
– Spec(T ) \ {0} est constitué de valeurs propres réelles de multiplicité finie .
– Il existe une base hilbertienne de H formée de vecteurs propres de T .

La dernière conclusion de ce théorème affirme qu’à l’instar des matrices
symétriques en dimension finie, les opérateurs compacts se diagonalisent dans une
base orthonormée.

3.2. Calcul fonctionnel

3.2.1. Cas des opérateurs compacts

Considérons une fonction f : R → R continue bornée. On veut définir f (T )
pour T opérateur auto-adjoint. En dimension finie, en utilisant la diagonalisabilité
des matrices symétriques, il est possible de définir f (A). Cette stratégie s’adapte
parfaitement au cas d’opérateurs compacts en dimension infinie. En effet, si on
note Spec(T ) = {λ0 = 0} ∪ {λk , k ∈ N∗}, Ek les sous espaces propres associés et
Pk le projecteur orthogonal sur Ek , il suffit de définir f (T ) par la série normalement
convergente

(23) f (T ) =
∞∑

k=0

f (λk )Pk .

En particulier, le spectre de f (T ) est l’image par f du spectre de T .
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3.2.2. Cas des opérateurs non bornés

Il est possible de généraliser tout ce qui a été développé dans ce chapitre au
cas où l’opérateur T n’est pas défini sur H tout entier, mais seulement sur un
sous espace dense D appelé domaine de l’opérateur. On aboutit ainsi à la notion
d’opérateur non borné.

Définition 0.10. Un opérateur non borné T de domaine D est une application
linéaire continue de D dans H.

Le spectre d’un opérateur non borné est défini comme précédemment. C’est l’en-
semble des nombres complexes z tels que T − z ne possède pas d’inverse continu.
Il faut noter ici, que le domaine D n’étant pas fermé, le théorème de l’application
ouverte ne s’applique plus et il peut exister des éléments z du spectre pour les-
quels T − z est inversible mais d’inverse non-continue. La définition d’adjoint et
d’opérateur auto-adjoint s’étend aussi au cas des opérateurs non bornés. Enfin, il
existe aussi un calcul fonctionnel pour les opérateurs non bornés auto-adjoints.

Un exemple essentiel d’opérateurs non bornés est donné par le Laplacien. Sup-
posons que (M , g) est une variété Riemannienne compacte sans bord et notons ∆g

l’opérateur de Laplace-Beltrami sur cette variété. Fixons un système de coordonnées
locales et notons (gij) la matrice de g , (g ij) celle de g−1 . Pour toute fonction
régulière f on pose

(24) ∆g f = det(g)−1/2
∑
i ,j

∂xi
det(g)1/2g ij∂xj

On définit ainsi un opérateur non borné auto-adjoint sur L2(M , dgx) ayant pour
domaine l’espace de Sobolev H2(M). De plus −∆g est positif (au sens des
opérateurs), de sorte que T := −∆g + 1 est inversible. Les théorèmes d’injection
de Sobolev montrent alors que T−1 : L2(M)→ L2(M) est compact. Comme 0 ne
peut pas être valeur propre de T , il existe une base Hilbertienne (ek) de L2(M)
formée de vecteurs propres de T associés à des valeurs propres µk ∈]0, 1] tendant
vers 0 lorsque k tend vers l’infini. En revenant à −∆g on montre que le spectre du
Laplacien est formé de valeurs propres positives, isolées (λk = 1/µk − 1), tendant
vers +∞ et on récupère une base hilbertienne (ek)k∈N associée à ce spectre.

En utilisant ces informations, pour toute fonction continue bornée f on peut
définir l’opérateur borné sur L2(Ω), f (−∆g ), au moyen de la formule

(25) f (−∆g )ψ =
∞∑

k=0

f (λk )〈ψ, ek 〉ek .

Par construction le spectre de cet opérateur est l’image par f du spectre du Lapla-
cien.

3.3. Estimation de la vitesse de convergence vers la stationnarité

Supposons que T est un opérateur de Markov sur un espace de probabilité
(X , π) et supposons que π est stationnaire pour T . Notons K (x , dy) le noyau
de T et supposons (pour simplifier) que T est compact sur L2(X ). Comme T est
markovien, 1 est nécessairement valeur propre. On suppose que c’est une valeur
propre simple et on note (µk ) la suite des valeurs propres de T ordonnées de sorte
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que µ0 = 1 et µ1 = supSpec(T ) \ {µ0}. En particulier le trou spectral est donné
par g(T ) = 1− µ1. On note (ek )k∈N la base hilbertienne associée aux (µk) et Πk

le projecteur orthogonal dans L2(X ) sur Vect(ek). Enfin, on suppose qu’il existe
δ0 > g(T ) tel que Spec(T ) ⊂ [−1 + δ0, 1].

Alors pour tout f ∈ L2(X ) et n ∈ N on a

(26) ‖ T nf −Π0f ‖2L2=‖ (T −Π0)nf ‖2L2=‖
∞∑

k=1

µn
kΠk f ‖2L2

En utilisant l’orthogonalité des projecteurs, il vient :

(27) ‖ T nf −Π0f ‖2L2=
∞∑

k=1

|µk |2n ‖ Πk f ‖2L26 (1 −min(g(T ), δ0))2n ‖ f ‖2L2

Comme on a supposé que δ0 > g(T ), il suit ‖ T n − Π0 ‖L2→L26 e−ng(T ). La
convergence (en norme L2) vers la mesure stationnaire se fait donc à vitesse expo-
nentielle ; le taux de convergence étant donné par le trou spectral.

Cependant si on est intéressé par l’obtention d’estimations en variation totale,
on doit contrôler la norme de T n

h −Π0 comme opérateur sur L∞, ce qui est beau-
coup plus difficile tant l’orthogonalité des projecteurs est cruciale dans l’estimation
précédente. Une stratégie consiste à passer par L2 et à contrôler les pertes lorsqu’on
revient dans L∞. Plus précisément, on a :

(28) ‖ T n −Π0 ‖L∞→L∞6‖ T ‖L∞→L2‖ T n−2 −Π0 ‖L2→L2‖ T ‖L2→L∞

L’opérateur étant Markovien, la première des normes du produit ci-dessus est bornée
par 1. Le second terme est contrôlé par (27). Par contre le dernier terme n’a aucune
raison à priori d’être borné (lorsque les paramètres du problème bougent) ni même
fini.

La méthode que nous utilisons pour remédier à ce problème consiste à traiter
différemment la partie du spectre proche de 1 et celle loin de 1. Étant donné un
paramètre γ ∈]0, g(T )[, on écrit T n − Π0 = T n

1 + T n
2 avec T1 =

∑
γ<µk<1 µkΠk

et T2 =
∑

µk6γ µkΠk . Pour estimer T n
2 , on profite du fait que T2 est très petit

dans L2. Dans l’inégalité

(29) ‖ T n
2 ‖L∞→L∞6‖ T2 ‖L∞→L2‖ T n−2

2 ‖L2→L2‖ T2 ‖L2→L∞

le second terme (qui est plus petit que γn−2) contrôlera le dernier.

Pour traiter le terme T1, on écrit
(30)

‖ T n
1 ‖L∞→L∞6

∑
γ<µk<1

µn
k ‖ Πk ‖L∞→L∞6 (1−g(T ))nN(γ) sup

γ<µk<1
‖ Πk ‖L∞→L∞ .

où N(γ) = ♯{k , γ < µk < 1}. Il s’agit alors de démontrer de bonnes estimations
sur les projecteurs spectraux ainsi qu’une estimation de la fonction de comptage
des valeurs propres N(γ).
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4. Analyse Semiclassique de l’algorithme de Metropolis

Nous décrivons ici des résultats récents sur l’analyse d’algorithmes de type Me-
tropolis par des méthodes semiclassiques. L’article fondateur est dû à P. Diaconis et
G. Lebeau [LD07], [DL09] et concerne le cas où Ω est l’intervalle ]0, 1[ de R. Dans
cet article les auteurs établissent le lien entre la théorie spectrale de l’opérateur de
Metropolis et la théorie spectrale du Laplacien avec condition de Neumann au bord
(ici deux points). Ils en déduisent ensuite la convergence en variation totale des
itérés du noyau de Metropolis vers la mesure stationnaire. De plus, ils démontrent
que les fonctions propres de l’opérateur de Metropolis et celles du Laplacien de
Neumann sont exponentiellement proches loin du bord. Dans les deux sections à
venir, on présente des généralisations de ce résultat à des cas plus géométriques : le
cas d’une variété Riemannienne compacte sans bord [LM09] et le cas d’un ouvert
borné de Rd , [DLM08].

4.1. Cas d’une marche aléatoire sur une variété

On reprend les notations de la partie 2.4 en supposant en outre que l’ouvert Ω
est égal à M . L’opérateur Th défini par (16) devient

(31) (Thf )(x) =
1

|B(x , h)|
∫

B(x,h)

f (y)dgy

et son noyau th est donné par

(32) th(x , dy) =
1{dg (x,y)6h}
|B(x , h)| dgy

Soit tTh l’opérateur transposé agissant sur les mesures de Borel sur M , défini par
〈tTh(µ), f 〉 = 〈µ,Th(f )〉. Soit cd le volume de la boule unité dans l’espace Euclidien
Rd . Pour h petit, h−d |B(x , h)| est une fonction régulière sur M qui converge vers
cd uniformément sur M lorsque h → 0. Soit dνh la mesure de probabilité sur M
définie par :

(33) dνh =
|B(x , h)|
Zhcdhd

dgx

où Zh est une constante de normalisation telle que dνh(M) = 1. Alors, pour h
petit, dνh est proche de dgx/Vol(M) et Zh est proche de Vol(M).

On vérifie facilement que Th est auto-adjoint sur L2(M , dνh) et admet dνh

pour mesure stationnaire. La norme de Th agissant sur L2(M , dνh) est égale à 1
et pour tout h > 0 fixé, l’opérateur Th est compact. Par conséquent son spectre
Spec(Th) est un sous ensemble fermé de [−1, 1] qui est discret dans [−1, 1] \ {0},
avec 0 comme point d’accumulation. Afin de décrire le spectre de l’opérateur Th,
on introduit la fonction Gd définie sur Rd par

(34) Gd (ξ) =
1

cd

∫
|y|61

e iyξdy
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Au facteur 1
cd

près, la fonction Gd est la transformée de Fourier de la fonction

caractéristique de la boule unité dans Rd . C’est une fonction radiale de sorte que
l’on est amené à introduire la fonction Γd définie sur [0,∞[ par

(35) Gd (ξ) = Γd(|ξ|2).
La fonction Γd est analytique et il existe γ0 < 1 tel que Γd(s) ∈ [−γ0, 1] quelque
soit s. De plus, on a lims→∞Γd (s) = 0, Γd (s) = 1 ssi s = 0, et près de s = 0

(36) Γd (s) = 1− s

2(d + 2)
+O(s2)

Avant de décrire les résultats obtenus dans [LM09], considérons l’exemple où la
variété est le tore plat de dimension d muni de la métrique euclidienne : M =
(R/2πZ)d . Dans ce cas, l’opérateur Th et le Laplacien sont très étroitement reliés
puisque Th = Γd(−h2∆g ). En effet sur le tore, le spectre du Laplacien est décrit par

la théorie des séries de Fourier. À chaque k ∈ Zd correspond une fonction propre

ek(x) = e i〈k,x〉 de −∆g associée à la valeur propre |k |2 :=
∑d

j=1 k2
j . De plus, les

fonctions ek , k ∈ Zd forment une base hilbertienne de L2(M). Par conséquent, il
suffit de vérifier que Thek = Γd(−h2∆g )ek pour tout k ∈ Zd . Comme la métrique
est plate, on calcule facilement :

(37)
Thek(x) =

1

cdhd

∫
B(x,h)

e i〈k,y〉dy =
e i〈k,x〉

cd

∫
B(0,1)

e i〈hk,u〉du

= Γd(h2|k |2)e i〈k,x〉 = Γd(−h2∆g )ek(x)

Par suite, le spectre de Th est entièrement décrit par la fonction Γd . On voit par
exemple très facilement en utilisant le développement limité de Γd en 0 que le trou

spectral est donné par g(Th) = h2

2(d+2) + O(h4).
Dans le cas où la variété n’est pas un espace symétrique et lorsque la métrique

n’est pas plate, l’opérateur Th n’est plus une fonction du Laplacien. Cependant,
il subsiste quelque chose de l’approximation de Th par Γd (−h2∆g ). Par exemple,
on démontre dans [LM09] que les valeurs propres de Th sont bien approchées par
celles de Γd (−h2∆g ) pour ce qui concerne les valeurs propres proches de 1. En
effet, notons

(38) 0 < ... 6 µk+1(h) 6 µk(h) 6 ...µ1(h) < µ0(h) = 1

la suite décroissante des valeurs propres positives de Th. On a le théorème suivant :

Théorème 0.11. Soit h0 > 0 suffisamment petit. Il existe γ < 1 tel que pour tout
h ∈ ]0, h0] on a Spec(Th) ⊂ [−γ, 1] et 1 est une valeur propre simple de Th. De
plus, pour tout L > 0, il existe h′0 > 0 et C > 0 tels que pour tout h ∈]0, h′0] et
pour tout k 6 L, on a

(39) |1− µk(h)
h2

− λk

2(d + 2)
| 6 Ch2

On peut aussi préciser la vitesse de convergence des itérés du noyau Kh vers la
mesure stationnaire dνh.
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Théorème 0.12. Il existe C > 0 et h0 > 0 tels que pour tout h ∈]0, h0] on a

(40) e−γ
′(h)nh2 6 2 sup

x∈M
‖K n

h (x , y)dgy − dνh‖TV 6 Ce−γ(h)nh2
pour tout n

Ici γ(h), γ′(h) sont des fonctions positives telles que γ(h) ≃ γ′(h) ≃ λ1
2(d+2) lorsque

h→ 0.

Autrement dit, la vitesse de convergence est exponentielle quand n tend vers
l’infini et le taux de convergence est en λ1h

2 où λ1 est la première valeur propre
non nulle du Laplacien.

Si l’on veut échantillonner la mesure canonique sur la variété (plutôt que dνh),
il faut modifier légèrement l’opérateur Th en utilisant le procédé de Metropolis. On
doit alors étudier un opérateur Mh qui n’est plus compact mais qui est une petite
perturbation de l’opérateur Th. On peut alors adapter les arguments précédents
pour décrire le spectre de Mh et estimer la vitesse de convergence vers la mesure
stationnaire.

Nous concluons cette partie en donnant quelques idées des démonstrations des
théorèmes ci-dessus. Celles-ci reposent sur de l’analyse micro-locale en version
semiclassique. On renvoie à [DS99] et [Mar02] pour des textes de référence. En
ce qui concerne le théorème 0.11, la stratégie consiste à comparer les opérateurs
Th et Γd,h := Γd (−h2∆g ) et à démontrer qu’ils sont proches en un certain sens.

À cette fin, on démontre que pour toute fonction Φ0 ∈ C∞
0 , ThΦ0(−h2∆g ) et

Γd,hΦ0(−h2∆g ) sont des opérateurs pseudo-différentiels et que leurs symboles sont
proches. Ceci permet d’utiliser les informations spectrales que nous avons sur Γd,h

pour en déduire des résultats sur Th. En plus de l’approximation des valeurs propres
énoncée dans le théorème 0.11, on démontre une estimation de Weyl de la fonction
de comptage des valeurs propres ainsi que des estimées des fonctions propres en
norme L∞ : il existe δ0 > 0 et h0 > 0 tels que pour tout λ ∈ [0, δ0] et h ∈]0, h0],
on a

(41) ♯Spec(Th) ∩ [1− λ, 1] 6 C (1 + h−2λ)d/2,

et pour toute fonction uh ∈ L2(M) et tout zh ∈ [1−δ0, 1] tels que (Th−zh)uh = 0,
on a

(42) ‖ uh ‖L∞6 C ((1 + h−2(1 − zh))d/2.

Le point de départ de la preuve du théorème 0.12 est l’égalité (15). Compte tenu
des remarques de la section 3.3, il s’agit de démontrer une estimation convenable
du projecteur spectral 1[1−Ch2,1](Th) comme opérateur de L2 dans L∞. Ceci est

possible grâce aux estimées (41) et (42).

4.2. Opérateur de Metropolis sur un ouvert borné

Nous terminons cet article en décrivant le résultat que nous avons obtenu avec
P. Diaconis et G. Lebeau sur l’analyse de l’algorithme de Metropolis sur un domaine
borné.
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4.2.1. Problème à un corps

On s’intéresse d’abord au problème consistant à déplacer au hasard un point
dans un ouvert. On munit Rd de la métrique euclidienne et on suppose que Ω ⊂ Rd

est un ouvert borné et que sa frontière ∂Ω est de régularité Lipschitz (i.e. peut
être paramètrée localement par une fonction Lipschitz). On se donne une densité
ρ : Ω→ R que l’on suppose régulière et on considère le noyau de Metropolis défini
en (21), (22). Ici, la métrique est plate de sorte que la forme volume dgx est donnée
par la mesure de Lebesgue et que le volume de la boule B(x , h) est indépendant
de x et donné par cdhd où cd est le volume euclidien de la boule unité. Par suite,
la fonction A(x , y) est donnée par A(x , y) = min(1, ρ(y)/ρ(x)) et le noyau de
Metropolis est

(43) Mh(x , dy) = mh(x)δy=x + Kh(x , dy)

avec

(44) Kh(x , dy) =
1

cdhd
1{dg (x,y)6h}dy

et mh(x) = 1− ∫
Ω

Kh(x , dy).
On vérifie facilement que cet opérateur est auto-adjoint sur L2(Ω, ρ(x)dx) de

sorte que la mesure ρ(x)dx est stationnaire. Se pose donc la question de la conver-
gence des itérés de Mh vers la mesure stationnaire. Pour cela, on étudie le spectre
de l’opérateur Mh. Pour simplifier, on suppose ici que ρ = 1.

La frontière de l’ouvert Ω étant Lipschitz, on montre facilement qu’il existe une
constante δ0 > 0 telle que pour tout h > 0 petit on a 0 6 mh(x) < 1 − δ0. Par
suite le spectre essentiel de l’opérateur de multiplication par mh est inclus dans
[−1, 1 − δ0]. Or, l’opérateur Kh étant compact, il est bien connu que le spectre
essentiel de Mh = mh + Kh est lui aussi inclus dans [−1, 1− δ0]. Autrement dit, le
spectre de Mh est discret dans [1− δ0, 1]. On note

(45) 0 < ... 6 µk+1(h) 6 µk(h) 6 ...µ1(h) 6 µ0(h) = 1

la suite décroissante des valeurs propres positives de Mh.

Comme précédemment, on va comparer ces valeurs propres à celles d’un
opérateur de référence. On introduit donc le Laplacien de Neumann ∆N défini par

(46) ∆Nu(x) =
d∑

j=1

∂2
xj

u(x)

qui est auto-adjoint sur le domaine suivant

(47) D(∆N) = {u ∈ H2(Ω), ∂nu = 0 sur ∂Ω}
où ∂nu(x) est la dérivée normale de u sur la frontière ∂Ω. Comme pour l’opérateur
de Laplace Beltrami sur une variété, les injections de Sobolev montrent que l’inverse
de −∆N + 1 est compact, de sorte que le spectre de −∆N est constitué de valeurs
propres λ0 = 0 < λ1 6 λ2 6 . . . 6 λk 6 . . . tendant vers l’infini. On a alors le
résultat suivant :
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Théorème 0.13. Soit h0 > 0 suffisamment petit. Il existe γ < 1 tel que pour tout
h ∈ ]0, h0] on a Spec(Mh) ⊂ [−γ, 1] et 1 est une valeur propre simple de Mh. De
plus, pour tout L > 0 et pour tout ε > 0 petit, il existe h′0 > 0 tel que pour tout
h ∈ ]0, h′0] et pour tout k 6 L, on a

(48) |µk(h)− 1 +
h2(d + 2)

2
λk | < εh2

Comme dans le cas d’une marche aléatoire sur une variété on démontre aussi la
convergence exponentielle à l’équilibre :

Théorème 0.14. Il existe C > 0 et h0 > 0 tels que pour tout h ∈ ]0, h0] on a

(49) e−γ
′(h)nh2 6 2 sup

x∈M
‖Mn

h (x , y)dgy − dνh‖TV 6 Ce−γ(h)nh2
pour tout n

Ici γ(h), γ′(h) sont des fonctions positives telles que γ(h) ≃ γ′(h) ≃ λ1
2(d+2) lorsque

h→ 0.

La démonstration du théorème 0.13 est un peu différente de celle du
théorème 0.11. En effet, pour éviter des problèmes liés au fait que le bord
de l’ouvert n’est pas régulier, on n’utilise pas ici d’analyse microlocale. On choisi
plutôt une méthode variationelle qui permet de comparer l’opérateur Mh sur L2(Ω)
à l’opérateur de Metropolis sur le tore, via leurs formes de Dirichlet respectives.
Ceci permet en particulier d’obtenir une estimation similaire à (41).

Une manière élémentaire de voir apparâıtre le Laplacien avec condition de Neu-
mann, consiste à appliquer l’opérateur Mh à une fonction propre de ∆N . Supposons
pour simplifier que le bord de Ω est régulier et que (−∆N − λ)u = 0 et ∂nu = 0
sur ∂Ω. Alors u est une fonction régulière et on a

(50) Thu(x)− u(x) =
∫
|z|<1,x+hz∈Ω

(u(x + hz)− u(x))dz

Si dist(x , ∂Ω) > h, un développement de Taylor et l’imparité des fonctions z 7→ zi

montrent que

Thu(x)− u(x)=h
d∑

j=1

∂xj
u(x)

∫
|z|<1

zjdz +
h2

2

∑
i ,j

∂xi
∂xj

u(x)
∫
|z|<1

zizjdz+OL∞(h3)

=
αd

2
h2∆u(x) + OL∞(h3) =

αd

2
h2λu(x) + OL∞(h3)

Pour x tel que dist(x , ∂Ω) < h), on utilise des coordonnées telles que localement
Ω = {(x1, x

′) ∈ Rd , x1 > 0}. Un nouveau développement de Taylor montre que

Thu(x)− u(x) = h
d∑

j=1

∂xj
u(x)

∫
|z|<1,x1+hz1>0

zjdz + OL∞(h2)

Un argument de parité montre que les termes d’indices supérieurs à 2 dans la
somme ci dessus s’annulent. Par ailleurs, comme ∂nu|∂Ω = 0 et dist(x , ∂Ω) < h le

terme d’indice j = 1 est un OL∞(h2). Comme l’ensemble {dist(x , ∂Ω) < h}) est
de mesure O(h), il vient

1dist(x,∂Ω)<h(Thu − u) = OL2(h
5
2 ).
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En combinant cette estimation avec l’estimation loin du bord, il vient Thu − u =
1
2αdh2λu + OL2(h5/2). On en déduit aisément l’existence de valeurs propres µk(h)
de Th satisfaisant (48). Il faut par contre travailler un peu plus pour montrer qu’on
récupère ainsi toutes les valeurs propres proches de 1. Concernant la preuve du
théorème 0.14, la stratégie est la même que dans le cas d’une variété compacte.
Cependant, l’approche variationelle ne permet pas de prouver d’estimation des
fonctions propres similaire à (42). Pour estimer les projecteurs spectraux de L2

dans L∞, on passe donc par des estimées de Nash. On renvoie à [DSC96], [DLM08]
et [Leb] pour plus de détails.

4.2.2. Le problème des sphères dures

Revenons maintenant au problème historique, dit des sphères dures, que nous
avons décrit dans l’introduction. La stratégie que nous avons mise en œuvre pour
étudier le déplacement aléatoire d’un point dans un ouvert s’adapte facilement. On
reprend ici les notations de l’introduction. L’espace de configurations est donc

(51) ON,ε =
{
x = (x1, . . . , xN) ∈ BN , ∀ 1 6 i < j 6 N , |xi − xj | > ε

}
.

où B =]−A,A[2. Il convient de remarquer que lorsque N devient grand, l’ensemble
ON,ε peut être très compliqué. Par exemple, il est démontré dans [Kah09] qu’on
peut avoir une faible densité de disques sans que cet ensemble soit connexe.
Plus précisément, Kahle montre que ON,ε peut avoir des composantes connexes
d’intérieur vide dès que Nε est grand et sous la contrainte Nεd arbitrairement
petit. Cependant, on démontre dans [DLM08] que si Nε est suffisamment petit,
alors l’ouvert ON,ε est connexe et Lipschitz.

Introduisons maintenant l’opérateur de Metropolis. On note ϕ la fonction ca-
ractéristique de la boule unité dans R2 et on introduit le noyau

Kh(x , dy) =
1

N

N∑
j=1

δx1 ⊗ · · · ⊗ δxj−1
⊗ h−dϕ

(
xj − yj

h

)
dyj ⊗ δxj+1

⊗ · · · ⊗ δxN
,

et l’opérateur de Metropolis associé sur L2(ON,ε)

Mh(u)(x) = mh(x)u(x) +
∫
ON,ε

u(y)Kh(x , dy),

avec

mh(x) = 1−
∫
ON,ε

Kh(x , dy).

En terme de châıne de Markov, ce noyau s’interprète de la manière suivante. Sup-
posons que la châıne est en X = (x1, . . . , xN) au temps n. Pour déterminer sa
position au temps n + 1, on commence par choisir un entier j au hasard dans
{1, . . . ,N} puis on déplace au hasard le disque xj dans la boule de rayon h centrée
en xj . On est donc exactement en train de mettre en œuvre la procédure décrite
dans l’introduction.

Le noyau Mh admet la mesure de Lebesgue pour mesure stationnaire et comme
dans les cas précédents, la convergence des itérés de Mh vers cette mesure se fait
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à vitesse exponentielle ; le taux de décroissance exponentiel étant donné par une
quantité spectrale. Plus précisément, introduisons l’opérateur

(52)
|∆|N = − 1

16N
∆,

D(|∆|N) =
{
u ∈ H1(ON,ε), −∆u ∈ L2(ON,ε), ∂nu|∂ON,ε

= 0
}
.

Comme le bord de ON,ε est Lipschitz, la dérivée normale est bien définie. Cet
opérateur est positif, à résolvante compacte. On note 0 = ν0 < ν1 6 ν2 6 . . .
son spectre. Le théorème suivant donne une première estimation de la vitesse de
convergence de l’algorithme de Metropolis pour le problème des sphères dures dans
un cadre semiclassique.

Théorème 0.15. Soit ε > 0 suffisamment petit pour que ON,ε soit connexe et
Lipschitz. Alors

(53) sup
x∈ON,ε

‖T n
h (x , dy)− dy

vol(ON,ε)
‖TV 6 C4e

−ng(h).

avec limh→0+ h−2g(h) = ν1.

La preuve de ce théorème consiste essentiellement à se ramener au cas du
théorème 0.14 en itérant suffisamment Th. On renvoie à [DLM08] pour les détails.

5. Conclusion

Les méthodes d’analyse microlocale se sont avérées très fructueuses pour en-
tamer l’étude de la vitesse de convergence d’algorithmes de Metropolis. Il faut
néanmoins mentionner deux limites à cette approche.

En premier lieu, dans les estimations de variation totale du type (53), le taux de
décroissance exponentielle est optimal, par contre la constante devant l’exponen-
tielle est très mal connue. En particulier sa dépendance par rapport à la dimension
de l’espace reste à étudier.

Une autre limite à cette approche est qu’elle ne s’applique qu’au cas semiclas-
sique, c’est à dire lorsque le mouvement entre deux étapes de la châıne de Markov
est petit. Dans la pratique les algorithmes utilisés sont souvent globaux (on s’au-
torise à déplacer un point dans tout l’espace de configuration). Pour l’heure ces
problèmes semblent hors d’atteinte par des méthodes semiclassiques.
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