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Présentation Générale

Alain Connes et Matilde Marcolli sont les deux auteurs du livre « Noncom-
mutative Geometry, Quantum Fields and Motives ». Ce livre est publié dans la
collection « Colloquium Publications of the American Mathematical Society »,
2007. Il comporte 785 pages et a été publié fin 2007. La longueur de I'ouvrage
s'explique en partie par le fait que les auteurs rappellent avec précision la définition
des notions de base dans chacun des domaines de physique ou de mathématiques
considérés.

L'hypothése de Riemann et la construction d'une théorie de la gravitation
quantique sont les deux grands problemes associés respectivement a la répartition
de I'ensemble des nombres premiers et a la physique de |'espace-temps. L'idée
directrice et unificatrice de cet ouvrage est que la géométrie non commutative
permet de mettre en évidence des analogies structurelles dans |'étude de I'ensemble
des nombres premiers et dans celle de |'espace-temps. Ces analogies s'éclairent
mutuellement pour mettre progressivement en place un programme de travail,
sous forme d'un dictionnaire, ou chaque progrés dans I'établissement d’'un cadre
conceptuel susceptible d'expliquer I'hypothése de Riemann admet une contre
partie dans la théorie de la gravitation et vice versa. Donnons brievement deux
arguments pour expliquer ce point de vue.

1) Alain Connes avait donné des raisons de croire que le groupe de renormalisa-
tion (R, x) de la physique des champs devrait fournir I'interprétation Galoisienne
(suggérée par André Weil) du noyau de I'application d'Artin : Cp — Gal(Q?",Q)
de la théorie du corps de classe du corps des rationnels Q (Cg désigne le groupe
des classes d'ideles). Un pas important vers une interprétation (galoisienne)
motivique du groupe de renormalisation est accompli dans le chapitre 1, via le
« groupe cosmique » conjecturé par Pierre Cartier et une identification non cano-
nique avec le groupe de Galois motivique dans la théorie des motifs de Tate mixtes.

2) Les auteurs dégagent (dans le chapitre 4) une analogie entre la transition
de phase électro-faible du modéle standard et les transitions de phase de certains
systémes de mécanique statistique quantique (« de type Bost-Connes ») apparais-
sant en théorie des nombres. A partir de cette analogie, ils suggérent une piste
intéressante pour pouvoir étendre la transition de phase électro-faible au secteur
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gravitationnel plein : le modele électro-faible unifie le champ électromagnétique
et la force faible, il ne contient pas la gravitation. A ce stade, la géométrie de
I'espace-temps devrait apparaitre a travers un mécanisme de brisure spontanée de
symétrie et un processus de refroidissement analogues a ceux mis en évidence en
théorie des nombres par Connes et ses coauteurs (voir Chapitres 3 et 4). Dans cette
approche, la construction d'une catégorie appropriée de correspondances, comme
dans la théorie de Grothendieck des motifs, est le défi principal pour pouvoir effec-
tuer un progres notable a la fois sur I'hypothese de Riemann et sur la théorie de la
gravitation quantique.

Cet ouvrage rassemble en un tout cohérent et unifié de nombreux résultats
de recherche de Connes, souvent en collaboration, principalement avec Marcolli.
Ces résultats sont mis en perspective conformément a la vision globale que
possede Alain Connes de la réalité mathématique et en liaison avec les travaux
des autres chercheurs. En outre, ce texte fournit des explications et des éclairages
qui ne se trouvent pas dans les articles. Ce livre, composé de quatre grands
chapitres, s’'adresse a un public large. D'une part aux mathématiciens confirmés
(non spécialistes du sujet) désirant voir comment la géométrie noncommutative
s'applique a la théorie quantique des champs et a la théorie des nombres. D'autre
part aux jeunes chercheurs désirant travailler dans ces domaines. Les auteurs
donnent régulierement des exemples concrets pour illustrer les concepts utilisés,
classiques ou nouveaux, ainsi que les résultats de recherche. En outre, cet ouvrage
se suffit pratiquement a lui-méme. Ainsi le lecteur n’'a nullement besoin pour
I'étudier, de consulter des livres traitant respectivement des sujets suivants : la
théorie quantique des champs, les algébres de Hopf, le probleme de Riemann-
Hilbert, les schémas en groupes, les motifs, le modele standard de la physique des
particules, la cohomologie cyclique, les corps globaux et les fonctions L de Hecke,
la théorie du corps de classe, la théorie des algebres d'opérateurs, la mécanique
statistique quantique, des résultats de Shimura sur le corps modulaire, la théorie
de la multiplication complexe, la KK-théorie de Kasparov, la formule des traces
de Lefschetz, la preuve d'André Weil de I'hypothése de Riemann pour les corps de
fonctions, etc.

Cet ouvrage met en place un programme de recherche trés prometteur et ouvre
de nombreuses pistes de recherche. Ce texte est agréable a lire et les démonstrations
sont bien rédigées : les auteurs ont fourni un travail rédactionnel considérable et de
tres grande qualité. Enfin, il est inutile de rappeler que nombre de résultats présentés
dans ce livre ont suscité un vif intérét de la part des communautés internationales
de mathématiques et de physique.

Breve description des quatre chapitres de ce livre

Chapitre 1 : Quantum fields, noncommutative spaces, and motives
Ce chapitre comprend environ 340 pages et est divisé en 19 sous-chapitres.
Les auteurs rappellent la problématique de la physique quantique des champs. A
une théorie quantique (pertubative) des champs donnée on associe des graphes de
Feynman. A chacun de ces graphes on associe une intégrale en général divergente.
La renormalisation des physiciens consiste a régulariser ces intégrales pour leur
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donner une valeur finie tout en obtenant un excellent accord avec |'expérience;
par exemple la charge d'un électron est une quantité renormalisée. Ce processus
est trés subtil car les intégrales associées aux sous-graphes sont divergentes de
sorte que le résultat final dépend de la fagon dont on a fait les régularisations
intermédiaires. L’approche de Connes-Kreimer est expliquée en détail. Le processus
de renormalisation est codé dans une certaine algebre de Hopf et s’interpréte comme
une factorisation de Birkhoff des lacets pour un probléeme de Riemann-Hilbert.
Ensuite, les auteurs expliquent comment la correspondance de Riemann-Hilbert
(équation différentielle a monodromie prescrite) est présente dans la renormalisation
d’'une théorie perturbative des champs. La catégorie des fibrés vectoriels plats sur
un disque infinitésimal joue un rdle crucial. Il s’agit d'une catégorie Tannakienne
dont le schéma en groupe associé est de la forme U x G, ou U est le schéma en
groupe associé a une algébre de Hopf commutative bien identifiée et G, désigne le
groupe multiplicatif. La catégorie des représentations de dimension finie de U x G,
code de maniere précise la correspondance de Riemann-Hilbert sous-jacente a la
renormalisation perturbative. En outre, Ux G/, apparait comme le groupe de Galois
« cosmique » conjecturé par Cartier : il agit comme groupe de symétrie universel de
I'ensemble des théories renormalisables. Soit G le groupe des difféographismes d'une
théorie renormalisable, les auteurs expriment alors le groupe de renormalisation
comme la composée des trois fleches (bien identifiées) suivantes :

G, U—-UxGp— GxGp,

G, désignant le groupe additif. lls signalent que U x G,, apparait (de maniére
non canonique) comme un groupe de Galois motivique dans la théorie de motifs
de Tate mixte. lls rappellent de nombreuses définitions de la théorie des motifs
et soulévent plusieurs questions ouvertes sur les liens entre motifs et théorie
quantique des champs (cf. sous-chapitre 8).

Ensuite, les auteurs expliquent soigneusement (dans le sous-chapitre 9) les
concepts et la problématique associés au modele standard de la théorie des
particules élémentaires. Ces dernieres sont divisées en deux classes. D'une part
les fermions, qui sont les constituants de base de la matiere, et d'autre part les
bosons, qui transmettent les interactions. Pour expliquer le mécanisme permettant
a la plupart des particules d'avoir une masse, on a postulé dans les années soixante
I'existence de particules (ou champs) intermédiaires appelés bosons de Higgs. Un
gigantesque accélérateur et collisionneur de particules sera mis prochainement en
service (au CERN de Geneéve) afin de mieux comprendre la structure fine de la
matiere. Notamment, on cherchera a détecter les bosons de Higgs et a préciser
(en cas d’existence) leurs masses.

Dans le sous-chapitre 10, les auteurs rappellent la célebre notion de triplet
spectral (A, H, D), 'algebre A représente les fonctions coordonnées sur un espace
non-commutatif. L'élément de longueur est donné par ds = D~!. On a une notion
de spectre des dimensions, elles peuvent étre complexes. lls résument les principes
de base de la cohomologie cyclique et expliquent la formule de I'indice local en
géométrie non-commutative. Dans le sous-chapitre 19, ils parviennent a définir
des espaces X, de dimension (spectrale) complexe z, pourvu que le procédé de
régularisation dimensionnelle s’applique a z. Dans le sous-chapitre 11 ils étudient
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le développement asymptotique de Tr(f(D/A)), ot f : R — [0,400[ est paire,
quand le parametre de masse A tend vers l'infini. 1l s'agit du principe de I'action
spectrale dii a Connes et Chamseddine. Dans le sous-chapitre 13, les auteurs in-
troduisent une algebre de dimension finie, essentiellement : C® H; @ Hgz & M3(C)
ou H désigne I'algébre des quaternions. lls la munissent d'une structure réelle (de
KO—dimension 6) et étudient sa géométrie en liaison avec certaines particules
du modele standard. Dans le sous-chapitre 18 ils classifient plus généralement les
géométries non-commutatives finies de KO—dimension 6.

Dans les sous-chapitres 14, 15, 16 et 17, les auteurs décrivent un modele
mathématique, dii a Connes, Chamseddine et Marcolli, pour rendre compte des pro-
priétés du modele standard minimalement couplé a la gravitation. Plus précisément,
les auteurs considerent |'espace non-commutatif défini par le produit M x F ou
M est une variété compacte spinorielle de dimension 4 et F est la géométrie non-
commutative finie de KO—dimension 6 mentionnée plus haut. Bien entendu M x F
fait partie d'un triplet spectral muni d'une structure précise de type (A, H, D, J,~).
lls montrent alors (en gros) que le groupe des automorphismes de cet espace non
commutatif coincide avec le groupe de symétries de gauge du lagrangien du modele
standard minimalement couplé a la gravitation. Ce dernier étant un produit semi-
direct, il ne peut pas étre le groupe des difféomorphismes d'une variété (« com-
mutative »). A I'aide du principe d’action spectrale, ils retrouvent le lagrangien
du modele standard minimalement couplé a la gravitation d'Einstein (en forme
euclidienne). lls parviennent également a exprimer ce modéle comme une pure
gravitation sur une géométrie modifiée d'espace-temps. En outre, en utilisant leur
machinerie et les équations du groupe de renormalisation, ils obtiennent une « post-
diction » de la masse du quark « top » et prédisent, en faisant I'hypothése addi-
tionnelle du « grand désert » c’est-a-dire I'absence de physique nouvelle jusqu'aux
énergies d'unification, I'existence d'un boson de Higgs de masse de |'ordre de 170
GeV a 10% pres, ce qui coincide avec les prédictions du modele standard. Le modele
des auteurs présente un intérét pour ceux qui veulent apprendre les concepts de
la physique des particules en les voyant en action dans un cadre mathématique
beau, propre et rigoureux. L'hypothése du « grand désert » n'est probablement
pas vérifiée expérimentalement, comme le montrent des estimations récentes de
la masse du boson de Higgs par Fermi-Lab, et les résultats expérimentaux a venir
du grand collisionneur de hadrons au CERN donneront des informations précieuses
pour affiner la description de la structure fine de la géométrie d’espace-temps.

Chapitre 2 : The Riemann zeta function ( and non-commutative geometry

Ce chapitre comprend environ 97 pages et est divisé en 10 sous-chapitres.

Les auteurs décrivent une réalisation spectrale (due & Connes et rappelée plus
bas) des zéros critiques de la fonction zéta de Riemann ( et des fonctions L de Hecke
ainsi qu'une interprétation des formules explicites de Weil comme une formule des
traces. L'action du groupe des classes d'idéles Cg sur I'espace des classes d’adeles
Ag/Q* joue un rdle crucial. Plus précisément, soit E I'application définie par

Vg € Co, E(f)(g) =1g"? > f(ag)
qeQ*
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ou f appartient a une certaine complétion Hilbertienne de

{he S(Ag), h(0) =0, /A h(x)dx = 0}.
Q

Ecrivons de maniére non canonique Cgp ~ Cg1 x R**. Le groupe (abélien) Cg, 1 des
classes d'ideles de norme 1 est compact et opére sur le conoyau de E. Les auteurs
peuvent considérer la décomposition spectrale suivante de cokerE :

cokerE =@ Hy,

x€Cy1
ol le groupe (dual) des caracteres (,{Q\l décrit I'ensemble des représentations
irréductibles de Cq,1. L'action du générateur infinitésimal de {1} x R* sur I'espace
de Hilbert 7, admet pour valeurs propres les z — 1/2 ou z décrit I'ensemble des
zéros critiques de la fonction L, : c'est la réalisation spectrale mentionnée plus
haut. Pour x = 1 on obtient la fonction (.

Les auteurs expliquent que la partie oscillatoire Nys.(E) de la fonction de comp-
tage N(E) des zéros de ¢ ressemble de maniére frappante, & un signe moins prés, a
la partie oscillatoire de la fonction de comptage des valeurs propres associées a un
systeme hamiltonien. C'est parce qu’ils travaillent avec un conoyau, cokerE, que
les auteurs peuvent expliquer ce signe moins. Dans le Chapitre 4, ce conoyau est in-
terprété comme un motif dans une catégorie abélienne d’espaces non-commutatifs.
Les auteurs considerent aussi le cas d'un corps de nombres. Enfin, ils proposent une
formule de Lefschetz pour les facteurs locaux archimédiens (introduits par Serre)
des fonctions L des variétés définies sur un corps de nombres.

Chapitre 3 : Quantum statistical mechanics and Galois symmetries

Ce chapitre comprend environ 140 pages et est divisé en 9 sous-chapitres.

Commencons par un bref rappel de mécanique statistique quantique. Soit H €
M,(C) une matrice hermitienne définie positive qui ne soit pas une homothétie.
Soit 5 > 0 l'inverse de la température. On définit un état g sur I'algebre M,(C)
par la formule :

Tr(x e PH)

Tr(e=BH) -

Un tel état vérifie la condition KMSg (« condition d'équilibre » a la température
1/83) pour le flot modulaire o:(x) = e xe=™ t € R. L'apparition du flot
(0¢)ter est due au fait que @g n'est pas une trace sur M,(C) ou, de maniére
équivalente, au fait que I'endomorphisme x — x* n'est pas unitaire pour le produit
scalaire de M,(C) défini par pg(xx*).

Le résultat fondamental de Bost-Connes est la construction d'un C*-systeme
dynamique non-commutatif (A, (0¢)ter) constituant (en quelque sorte) « une
réalisation en mécanique statistique quantique du corps de classe de Q ». Bien
siir la C*-algébre A est de dimension infinie. Plus précisément, le systéme de
Bost-Connes vérifie les propriétés suivantes. La fonction de partition coincide avec
la fonction zéta de Riemann, le groupe de Galois Gal(Q?; Q) est un groupe de
symétrie. |l se produit en 5 =1 un phénomeéne de transition de phase avec brisure
spontanée de symétrie au sens suivant. Pour 8 €]0,1], le systeme ne possede
qu'un seul état KMSg. Pour 8 > 1, I'ensemble des états KMSg extrémaux est
paramétré bijectivement par Gal(Q?”; Q), le choix d'un état d'équilibre brise donc

Vx € Mn((c)v @ﬁ(x) =
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la symétrie. Enfin, A possede une sous-algebre arithmétique A telle que les valeurs
des états KMS,, sur A engendrent Q2.

Bost et Connes utilisent le fait qu'on sait décrire des générateurs de |'extension
abélienne maximale de Q : i.e. le douzieme probléeme de Hilbert est résolu dans
le cas de Q. Les auteurs reformulent la construction du systéme de Bost-Connes
en utilisant la notion de Q-réseau de dimension 1. Il s’agit d'une paire (A, ) ol
A = MZ est un réseau de R et ¢ : Q/Z — (QA)/A est un homomorphisme de
groupes abéliens. Ce dernier concept est relié a la structure de I'espace des classes
d’adeles considéré au Chapitre 2. La C*-algebre A est alors interprétée comme la
C*-algebre réduite d'un certain groupoide.

En considérant la notion de Q-réseau de dimension 2 et les classes de com-
mensurabilité associées, les auteurs généralisent le systeme de Bost-Connes pour
obtenir le systeme dit GL,. L'arithmétique associée est tres intéressante, elle fait in-
tervenir le corps modulaire et certaines séries d’Eisenstein. Les auteurs généralisent
aussi le systeme de Bost-Connes au cas d'un corps quadratique imaginaire K. lls
utilisent d’une part le plongement d'un K-réseau de dimension 1 dans un Q-réseau
de dimension 2 et d'autre part la théorie de la multiplication complexe ainsi que la
solution du douzieme probleme de Hilbert pour K.

Chapitre 4 : Endomotives, thermodynamics, and the Weil explicit formula

Ce chapitre comprend environ 156 pages et est divisé en 8 sous-chapitres. ||
décrit un travail en collaboration des auteurs avec Caterina Consani.

Les auteurs utilisent des outils sophistiqués de géométrie non commutative (co-
homologie cyclique, KK —théorie, théorie de Tomita) pour établir un nouveau cadre
mathématique dans lequel la réalisation spectrale du Chapitre 2 et I'application E
acquierent une signification précise. Ce cadre repose sur trois ingrédients : endo-
motifs, processus de refroidissement et de distillation (en « thermodynamique non
commutative »), cohomologie et motifs.

Un endomotif algébrique sur le corps de nombres K est la donnée d'une K-algebre
unifere définie par un produit croisé A x S ou A est une limite inductive de
K-algébres commutatives uniféres Ay, € |, et S est un semi-groupe unitaire
agissant sur A (satisfaisant certaines propriétés). Bien siir, A est I'algebre des fonc-
tions sur la limite projective des Spec A,. Cette notion contient et généralise les
motifs d'Artin. Elle admet une version analytique sous la forme de la C*-algebre
C(X) xS = A, ol X est I'ensemble des caracteres de A a valeurs dans K. Le
groupe de Galois Gal(K/K) agit sur C(X) x S = A. Une mesure S—invariante s
sur X induit un état ¢ sur A.

Décrivons brievement |'ingrédient thermodynamique. Notons (o ):cr le flot mo-
dulaire de (A, ). Désignons par Qg (8 > 0) I'ensemble des états KMSg (pour o)
extrémaux réguliers de type |o. Soit 1) € 13, on peut I'écrire sous la forme

m(x)e BH
Vx € A, P(x) = %
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ol 7 est une certaine représentation et H est un certain opérateur positif. Soit
B’ > B3, on définit alors (par refroidissement a la température 1/3') un état dans
Qs par I'application injective suivante :

(X —G'H
(1)) = Tl

Les auteurs regardent le fait d'associer la limite inductive limg_ 1o Q3 a (A, p)
comme un processus de refroidissement. En quelque sorte on obtient les « points
classiques » de I'espace non-commutatif (A, o;) en diminuant la température et en
considérant les états d'équilibres ainsi obtenus. Enfin on considére le systeme dual

(le\: A >qo't Ra (g)\))\ERi)'

Un élément de A s'écrit formellement sous la forme Je x(t)Up dt ol x € C(R, A)
et les U, sont des unitaires de A. Pour A € R’ on a alors (le lecteur pourra
supposer x a support compact) :

GA(/Rx(t)Ut dt) = /R/\"fx(t) Urdt € A.

Décrivons brievement I'ingrédient cohomologique. La théorie de la (co)homologie
cyclique permet d'associer au systeme dual (/T, 65) un morphisme cyclique § « de
refroidissement » entre deux modules cycliques. Le conoyau de §, obtenu par
« distillation » est noté D(A, ¢); il joue un réle crucial. Le passage de (A, ¢) au
systeme dual est I'analogue du passage de C courbe projective sur Fy a C xp, F_q.
En poursuivant cette analogie, I'action de ) (A € R™™) sur le groupe d'homologie
cyclique HGy (D(A, ¢)) est un substitut a I'action du Frobenius sur le groupe de
cohomologie /—adique H(C, Q).

Au systeme dynamique de Bost-Connes du Chapitre 2 les auteurs associent un
endomotif important de la maniére suivante. Pour n € N*, on considére |'algeébre :

Qlu(n), u(n) ]
(u(n)" 1)

ou u(n) est une indéterminée. Si n|m, on définit un homomorphisme d’'algebre
Epm : As — A qui envoie u(n) sur u(m)™". Les applications v — v* induisent
une action du semi-groupe S = N* sur ['algebre limite inductive A = lim_, A,. En
appliquant leur procédé de distillation a cet endomotif, les auteurs obtiennent un

module cyclique D(A, ) sur lequel agissent les 65, A € R%. Soit maintenant x

A, =

un caractere du groupe compact 7. L'expression p, = fi* gx(g) dg définit un
idempotent p,, dans Enda(D(A, ¢)) dans la catégorie abélienne des A—modules.
On obtient une décomposition :

HCo(D(A, ) = > HCo(pyD(A, ¢)).

Il se trouve alors que le générateur infinitésimal de I'action de R%
HCo(pyD(A, ¢)) fait apparaitre tous les zéros de la fonction L,. La présence
ici des éventuels zéros non critiques vient du fait, qu'a la différence du Chapitre
2, HGy(pyD(A,¢)) n'est pas un espace de Hilbert mais plutét un espace de
fonctions a décroissance rapide. L'application [E du Chapitre 2 est interprétée ici

SMF — Gazette — 118, octobre 2008



98 LIVRES

comme une application de refroidissement. Dans le cas d’un corps de nombres K
autre que @, on ne dispose pas d'un endomotif de type Bost-Connes. Toutefois, en
introduisant une certaine « application de restriction » de Ag/K* a Ck et au prix
d'un surcroit de travail d'algebre homologique, les auteurs parviennent a définir
un certain conoyau d'un morphisme cyclique de sorte que la preuve précédente se
généralise 3 K. Le groupoide Ag x K* et la C*-algebre associée jouent un role
essentiel dans la démonstration. Ainsi, ils retrouvent la formule explicite de Weil
sur le groupe Cx et reformulent I'hypothése de Riemann (pour les fonctions L de
Hecke sur K) en un probléme de positivité.

Ensuite les auteurs expliquent la preuve (donnée par André Weil) de I'hypotheése
de Riemann pour une courbe C sur Fy. lls utilisent les diviseurs ou correspondances
sur la surface C xp, C et I'argument de positivité reposant sur I'inégalité de Cas-
telnuovo. Soit maintenant K un corps de nombres. Si v € Yk est une place de K
on note a*) I'adéle de K défini par a¥) = (a()(w))wesy ol a)(w) =1siw # v
et a)(v) = 0. Les auteurs introduisent alors I'ensemble

Ek = Uvesy (ka')

muni de son plongement dans Ag /K*. lls suggeérent que Zx/Cx 1 plongé dans
(Ak/K*)/Cg,1 est pour K I'analogue de la courbe C xp, g pour le corps de
fonctions de C. Le groupe R ~ Cg/Ck,1 agit sur Zx/Ck 1. Dans le cas K = Q,
Zg/Cop,1 est, du point de vue ensembliste, la réunion d'un singleton et de la fa-
mille des cercles de longueur log p ol p décrit I'ensemble des nombres premiers.
Les auteurs proposent alors un dictionnaire, motivé par des faits mathématiques
précis, entre les concepts utilisés par Weil pour la courbe C et des éléments de
géométrie non commutative pour K. Par exemple, a une correspondance de Frobe-
nius »_anFr" sur C correspond Z(f) = fC]K f(g)Zgd*g ot f € S(Ck) et Zg est

le graphe de g1 agissant sur Ag/K*. A une correspondance virtuelle on associe

une classe bivariante I" au sens de Kasparov; Z(f) cité plus haut induit une classe
bivariante I'(f). A la composition des correspondances de Weil correspond le cup-
produit de la KK—théorie. On a une notion de degré d'une correspondance dans
les deux situations. A la formule de Lefschetz (pour 3", a,Fr” sur C) correspond
le caractére de Chern bivariant de I'(f) etc.

Les auteurs semblent indiquer eux-mémes que beaucoup de concepts restent a
découvrir avant de pouvoir mettre en place une preuve de I'hypothese de Riemann.
Toutefois cette derniere constitue une motivation leur permettant de développer
des mathématiques intéressantes en suivant un programme de travail précis.

Enfin, les auteurs analysent la transition de phase électro-faible dans le modele
standard en reprenant le travail de M. Sher. lls mettent en évidence des analogies
avec les transitions de phase décrites dans le Chapitre 3 a propos des Q-réseaux. Ce
chapitre 4 se termine alors par un dictionnaire (et programme de travail) a la fois
intriguant et fascinant entre d'une part |I'"hypothése de Riemann et les Q-réseaux et
d’autre part la théorie de la gravitation quantique. Ainsi, a un Q-réseau correspond
un triplet spectral réel de dimension 3 (i.e. I'espace et non pas |'espace-temps),
a une paire de deux réseaux commensurables correspond une correspondance
spectrale, a la C*-algebre du groupoide associé aux QQ-réseaux correspond |'algebre
de Hecke des fonctions de correspondances, a une série d'Eisenstein correspond
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D — TR(D™"), a la variété de Shimura correspond I'espace des modules des
opérateurs de Dirac etc.

Le livre se termine par deux appendices consacrés respectivement aux algebres
d’'opérateurs et a la théorie de Galois. Les auteurs y rappellent notamment
qu'une algebre de von Neumann M (i.e. « I'ensemble des fonctions mesurables
sur un espace non-commutatif ») possede une évolution temporelle intrinseque
ot € Aut(M)/Inn(M), t € R.

Il m'est agréable de remercier Alain Connes pour m'avoir expliqué certains points
importants du Chapitre 1. J'ai également plaisir a remercier Benjamin Enriquez et
Francois Golse dont les commentaires ont permis d'améliorer ce texte.

Eric Leichtnam,
CNRS, Université Paris VI,
Institut de Mathématiques de Jussieu

Dimensions... une promenade mathématique...

J. LEYS, E. GHYS, A. ALVAREZ

DVD 6 creative commons, Association des mathématiciens de I'ENS Lyon, 2008.
2 H. http://www.dimensions-math.org. 10€

En attendant I'ouverture éventuelle dans la Gazette d’une rubrique consacrée
aux DVD, c'est évidemment parmi celle des livres que s'insére le plus naturellement
['analyse de la promenade a laquelle nous convient les trois auteurs de Dimensions.
Et pourtant, elle est bien mince la partie commune a ces deux supports d'infor-
mations, probablement réduite au fait que tous deux peuvent parfois contribuer a
la diffusion de la culture, a la transmission de connaissances! Les contraintes d'un
DVD : temps limité, nécessité de capter I'attention du spectateur (je n'ose écrire
du lecteur) dés les premieres minutes, difficulté — sinon impossibilité — de retour en
arriére pour relire un passage comme on le fait si souvent avec un livre, obligent les
auteurs a étre inventifs, disons méme a étre trés inventifs, a se découvrir véritables
créateurs d'un genre nouveau. Pour les aider dans cette voie, ils disposent heureu-
sement de tout ce que la technique apporte aujourd'hui. Sur un DVD ['écriture,
linéaire, est remplacée a la fois par la parole et par I'image et cette image ne reste
pas figée, elle peut étre animée au gré du réalisateur pour renforcer son propos,
tout comme il peut, dans le méme but, orner la parole et I'image d'un fond musical
approprié.

Ainsi, nous sommes bien loin du livre, quant a la forme. Maintenant, qu'en
est-il du fond? Le but de nos auteurs est a la fois de rendre intelligible la qua-
trieme dimension, de présenter des mathématiques et de les faire aimer : « Il y a
tant 3 montrer en mathématiques! » s'excuse presque le narrateur en annongant
la parution d'un DVD qui fera suite a celui-ci. Vaste programme, que je ne peux
m'empécher de comparer avec la tentative de Dieudonné qui voulait, dans un livre,
montrer au lecteur non mathématicien la beauté des mathématiques en démontrant
pour lui de beaux théoremes...!. Bien entendu, ce fut un échec, dii 3 la naiveté de
la démarche souvent comprise par les lecteurs non-spécialistes qui ont tenté |'aven-
ture comme, une fois de plus, I'insupportable condescendance du matheux devant

les ignorants. Pour nous persuader que les mathématiques sont belles, les auteurs
L Pour I'honneur de I'esprit humain, Hachette, 1998.
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du DVD nous montrent de splendides images mathématiques extraordinairement
animées et ornementées d'une tres belle musique, un peu comme les philosophes
cyniques contre les Eléates, démontrant le mouvement en marchant, mais, atten-
tion! sans rejeter 'abstrait et la pensée subtile des Parménide, Zenon, et autres
maitres de la raison : ce qui fait tout I'intérét de Dimensions, c'est qu'a aucun
moment il ne sacrifie la rigueur de la pensée a la facilité de I'image, c’est qu'il reste
constamment un ouvrage de mathématiques, qu'il ne triche donc jamais, tout en
restant passionnant pour le plus grand nombre.

Entrons maintenant dans le détail de |'ceuvre pour en voir un peu I'architecture.
Dimensions comporte neuf chapitres d'égale durée. Chapitre est le mot d'usage
hérité du livre, mais « exposé » conviendrait probablement mieux. C'est en effet
un personnage bien précis qui chaque fois se présente au spectateur avant de
lui raconter une aventure mathématique. « Je m’appelle Hipparque » : ainsi
commence le DVD, et nous voici immédiatement transporté dans |'univers qui
nous tiendra en haleine durant deux heures.

Le premier chapitre, consacré a la dimension 2, est présenté par Hipparque. La
dimension 2 est suggérée par la surface de la Terre, paralleles et méridiens étant
réellement découpés devant nous par des scies différentes, circulaires pour les pre-
miers, et du genre guillotine ou massicot pour les autres, pour introduire I'idée,
non énoncée par des mots, que ces deux familles de cercles n'ont pas le méme rdle.
Un petit avion nous montre comment la donnée de deux nombres permet de situer
un point sur la Terre : « Puisqu'il faut deux nombres pour déterminer un point de
la sphére, on dit que la sphére est de dimension 2 ». Dans les chapitres suivants
on définira les dimensions 1, 3 et 4 par un argument similaire, sans insister sur le
choix des axes de coordonnées. Mais I'objectif principal du chapitre est la projection
stéréographique, qui nous est présentée par un globe terrestre, muni de ses paralléles
et de ses méridiens, posé sur une table ronde, et les projections sont matérialisées
par des tiges ou des fils joignant le pdle nord, un point de la terre et le point ou
ils percent la table. Que se passe-t-il prés du pdle nord, quand le fil n’arrive pas a
atteindre la table trop petite 7 On dit que I'image est a l'infini. L'infini interviendra
souvent dans la suite, toujours sous cette forme ou une forme analogue. Dans un
livre on montre en général que les paralléles se transforment en cercles concentriques
et les méridiens en droites passant par |'origine, ce que fait aussi le DVD. Mais
peut-on, sur le papier, montrer comment se déforment ces cercles et les continents
lorsque la Terre tourne sur la table et que I'on projette toujours du point le plus
haut ? Ce que le papier nous refuse, le DVD nous I'accorde dans une belle symphonie
de couleurs, et nous voyons les cercles se transformer en droites avant de redeve-
nir des cercles, les continents se déformer curieusement tout en restant reconnais-
sables : en gros ils gardent leur forme, et c'est pourquoi « Hipparque » nous dit que
cette transformation est appelée conforme. De méme nous apprenons que paralléles
et méridiens restent toujours des cercles et forment deux faisceaux de cercles. Dés
ce premier chapitre, nous voyons comment fonctionne la pédagogie sous-jacente.
On montre des mathématiques, on ne démontre pas (avec une exception cepen-
dant). On introduit un vocabulaire (coordonnées, faisceaux de cercles, infini), sans
insister, si bien que ceux qui le connaissent le reconnaissent avec plaisir et que
les autres, lorsqu'ils le rencontreront peut-étre un jour |'associeront a des images
agréables. A aucun moment la terminologie, toujours correcte, n'est écrasante.
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Le chapitre 2 nous est présenté par le peintre M.C. Escher et est consacré a
la dimension 3, et plus précisément, a la vision que pourraient en avoir des &tres
plans, ceci afin de nous préparer aux chapitres suivants ou, a notre tour nous au-
rons besoin d'imagination et de techniques pour concevoir et voir la dimension 4.
Deux procédés nous sont proposés. Le premier consiste a faire traverser |'univers
plan par des solides tridimensionnels et a considérer |'évolution des sections dans ce
plan. C'est I'occasion de présenter les polyedres réguliers, avec le nombre de leurs
sommets arétes et faces. Le second, beaucoup plus visuel, consiste a « gonfler » le
polyédre pour en faire une spheére sur la surface de laquelle se trouvent dessinées
les arétes et diversement coloriées les faces. Il n'y a plus qu’a faire une projection
stéréographique de cette sphere sur |'espace plan considéré pour comprendre com-
ment les étres plats qui I'habitent peuvent se représenter les volumes de notre es-
pace. Pour mieux voir, on fait de nouveau rouler la sphére sur le plan et de nouveau
la beauté des images obtenues donne une idée de ce que les mathématiques pour-
raient apporter a I'art dans I'avenir. Difficile de ne pas penser a Platon qui écrivait
que la Terre vue du ciel avait la forme du dodécaedre dont les faces diversement
colorées recevaient chacune une signification particuliere?. Ailleurs, « c'est a I'uni-
vers que le Dieu en fit application » 3. Pour nos auteurs modernes, le dodécaedre
a perdu son essence divine, et devient « un bijou de la géométrie ».

Les chapitres 3 et 4 vont nous initier a la quatrieme dimension, par I'intermédiaire
de Ludwig Schlafli qui étudia les polyedres réguliers de I'espace de dimension 4
qu'il nous présente ici par analogie avec la présentation des polyedres de notre
espace aux étres plans du chapitre précédent. Nous faisons aussi connaissance
avec la sphere S3. Si le simplexe de dimension 4 et I'hypercube sont des objets
usuels, en particulier pour le topologue, la vision des trois autres polyedres réguliers
quadridimensionnels est fascinante et vaut le voyage, comme on écrit dans les guides
touristiques pour signaler un trés bon restaurant ou un fameux monument.

Les quatre chapitres suivants grimpent en difficulté, cette difficulté étant com-
pensée par la beauté des animations qui permettent méme a de non mathématiciens
de rester attentifs devant leur écran et curieux de voir la suite. Dans les chapitres 3
et 4, Adrien Douady — auquel le narrateur rend un émouvant hommage — présente
les nombres complexes, les ensembles de Julia et de Mandelbrojt et de nouveau
la plongée au sein de I'ensemble de Mandelbrojt vaut le voyage, et dans les deux
suivants, c'est Heinz Hopf lui méme qui dévoile au néophyte les beautés internes du
fibré de Hopf S' — S3 — 52, les familles de cercles enlacés, les tores qui tournent,
les cercles de Villarceau. Encore une fois ces images valent le voyage.

Enfin dans le dernier chapitre le grand Riemann nous rappelle qu'il n'y a
pas de mathématiques sans démonstrations. « Démontrer », dit-il, « c'est beau-
coup plus que montrer ». Aprés avoir en quelques phrases esquissé ce qu'est
une démonstration, nous assistons finalement a la démonstration du théoréme,
utilisé tout au long du DVD, selon lequel la projection stéréographique sur le
plan tangent au pdle sud, d'un cercle ne passant pas par le pdle nord, est un
cercle. Démonstration a partir des connaissances du collége, précise le narrateur,
probablement trop optimiste : les théoremes de Thales, Pythagore, et un peu de
géométrie dans |'espace.

2 Phedon 110 b.
3 Timée 55c.
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Voici donc, rapidement résumée, une ceuvre pédagogique nouvelle et originale,
dans laquelle le spécialiste comme le néophyte peuvent trouver leur intérét et leur
plaisir. Dans un livre* paru il y a quelques années, Frédéric Patras remarque, 3
propos de la mathématique, que « Les succés médiatiques de la physique, sa
concurrente immédiate dans le panthéon des sciences pures, tiennent a ce que
ses questions les plus fondamentales ont su frapper I'imagination ». Je pense que
Dimensions est un essai pour frapper I'imagination avec les questions les plus fonda-
mentales des mathématiques d'aujourd’hui. Vivement « Dimension Il » et peut-étre
d’autres, consacrés nous dit-on, a la dynamique, a la topologie, a I'arithmétique,
et a I'hypothése de Riemann!

Michel Zisman,
Université Paris VII

Douce perspective, Une histoire de science et d’art
D. FAVENNEC ET E. RIBOULET-DEYRIS
Ellipses, 2007. 256 p. ISBN : 978-2-7298-3399-2. 23 €

Voila un bien joli titre pour un livre bien intéressant. Ce titre fait allusion a une
réflexion de Uccello ne pouvant s'arracher a I'étude de la perspective, malgré les
injonctions de son épouse! Le propos du livre est d'une part de faire I'historique de
I'invention progressive de la perspective linéaire, aux environ de 1400, par ceux qui
en furent a la fois théoriciens et artistes : Brunelleschi, Alberti et Piero della Fran-
cesca. Et d’autre part d'éclairer cette étude par des exemples de grandes ceuvres
du passé. On appréciera I'érudition des auteurs - professeurs en classe préparatoire
- et leur connaissance de I'histoire de I'art, de l'iconographie, voire méme de la
psychanalyse dans le décryptage des ceuvres qu'ils ont choisies comme exemples.

Pourtant dans toutes les écoles d'art, on entend la phrase « la perspective c’est
ma béte noire » proférée par la plupart des étudiants. Ce n'est pas ici qu'ils I'ap-
prendront, car les auteurs se contentent au début du livre d'un court rappel, in-
compréhensible pour qui n'est pas mathématicien. Une lacune a combler pour une
future édition, peut-&tre ? Aussi ce livre ne s'adresse pas directement aux artistes
mais a la personne cultivée désireuse de mieux saisir I'enjeu de la perspective, vue
comme un systeme de représentation du monde. Ce faisant les auteurs s'intéressent
a beaucoup de questions connexes : conception de |'espace, géométrie projective,
etc. De ce point de vue (!), le livre est une réussite.

Une remarque : on aurait aimé trouver a la fin quelques commentaires sur |'aban-
don de la perspective par les artistes du XX¢ siecle, dans leur souci de revenir au
tableau comme surface avant tout. Cependant en ce début de XXI€ siecle, quelques
signes avant-coureurs chez de jeunes peintres montrent que I'injonction « tout sur-
face » du siecle précédent commence a étre dépassée. Et que la perspective inventée
voici 600 ans a encore de beaux jours devant elle.

Patrick Le Barz,
Université de Nice

4 La pensée mathématique contemporaine, PUF 2001.
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Homogenization. Methods and Applications
G. CHECHKIN, A. PIATNITSKI, A. SHAMAEV
AMS, 2007. 234 p. ISBN : 978-0-8218-3873-0. $89

L'homogénéisation est la théorie mathématique qui s'intéresse aux questions de
moyennisation et de comportement asymptotique dans les équations aux dérivées
partielles avec de nombreuses applications en physique, mécanique ou sciences
de I'ingénieur. Le livre de G. Chechkin, A. Piatnitski et A. Shamaev, des experts
reconnus de ce domaine, est assez concis et ne se veut pas un ouvrage de référence
mais plutdt un florilege de thémes chers aux auteurs. L'ensemble est donc tres
plaisant a lire car on sent I'enthousiasme des auteurs pour leurs sujets favoris sans
la lourdeur d’une présentation exhaustive de toute une théorie. Je pense que cette
caractéristique du livre sera encore plus appréciée par des nouveaux venus que par
des experts, d'autant plus que ce texte est issu d'une série de notes de cours et
qu'il est donc d'un niveau tres abordable, disons dés la deuxieme année du Master.

Le premier chapitre est un rappel d'analyse fonctionnelle et d'équations aux
dérivées partielles afin que le livre soit aussi auto-contenu que possible. Le deuxieme
chapitre est une introduction aux principales méthodes mathématiques de I'ho-
mogénéisation. Classiquement la méthode générale de compacité par compensa-
tion (le lemme div-rot de Murat et Tartar) est présentée en premier, ce qui permet
de définir les notions de G- et H-convergences. Ensuite deux cas particuliers, tres
importants en pratique, sont discutés : les milieux aléatoires (ergodiques) ou bien
périodiques. Apres cette présentation des briques de base de I'homogénéisation les
auteurs développent une sélection personnelle de notions annexes, ce qui donne
a leur ouvrage ce coté unique et assez agréable. J'ai particulierement apprécié la
section sur la méthode de moyennisation de Bogolyubov pour des systemes dy-
namiques, mais les passages sur les structures minces, les domaines perforés ou
bien les développements asymptotiques raccordés sont aussi intéressants. Fina-
lement le troisieme chapitre est consacré a divers exemples d'applications, issus
de la mécanique ou de la physique (matériaux composites, écoulements en mi-
lieux poreux). Certains résultats sont des classiques du domaine, d’autres sont tres
récents et intéresseront certainement les lecteurs les plus expérimentés. Je pense
notamment a I'homogénéisation d'équations paraboliques ol apparait a la limite
une grande vitesse de dérive, ce qui nécessite |'utilisation d'un repére mobile pour
établir des résultats de convergence.

Les nombreux exercices proposés et le niveau trés progressif de difficulté font
que ce livre peut étre utilisé pour un cours de niveau Master M2. Le principal défaut
de ce livre est sa liste de références trop courte et trop concentrée sur la littérature
russe qui ne permet pas au lecteur de se faire une image correcte du domaine.
Mis a part cela je recommande tout a fait cet ouvrage aux lecteurs débutants ou
confirmés en homogénéisation.

Grégoire Allaire,
CMAP, Ecole Polytechnique
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