MATHEMATIQUES

La preuve originale de S. Mazur pour
son théoreme sur les algebres normées

Pierre Mazet!

1. Introduction

Théoreme 1. Toute C-algébre normée qui est un corps est isomorphe au corps
des nombres complexes.

C'est une version classique d’un énoncé connu sous le nom de Théoreme de
Gelfand-Mazur.

Historiquement le premier énoncé de ce type est celui de Stanislaw Mazur publié
dans les Annales de la Société Polonaise de Mathématiques [9] daté du 25 juin
1938 sous la forme :

Théoréme 2. Si, dans un anneau linéaire 2, une norme est définie satisfaisant —
outre des conditions habituelles — 4 la condition |A.B|| = ||A||.||B||, I'anneau A
équivaut (c.-3-d. peut étre représenté en conservant les opérations et la norme)
soit au corps des nombres réels, soit a celui des nombres complexes, soit au corps
des quaternions réels; si 2 est un corps (non nécessairement commutatif) et la
norme satisfait & la condition plus faible ||A.B|| < ||A|l.||B|l, il est isomorphe (c.-a-
d. représentable homéomorphiquement avec conservation des opérations) a un des
trois corps mentionnés.

Ces résultats sont repris sous une forme légérement différente dans une note aux
Comptes Rendus de I'’Académie des Sciences de Paris du 28 novembre 1938 [1] ou
I'on trouve :

Théoreme 3. Chaque domaine de rationalité du type (B*) est isomorphe au do-
maine de rationalité des nombres réels, des nombres complexes ou des quaternions.

(Dans la terminologie de Mazur, un domaine de rationalité est une R-algebre qui
est un corps; elle est dite de type B* lorsqu’elle est munie d'une norme d'algebre.)

En restreignant cet énoncé au cas des C-algebres on obtient immédiatement
['énoncé 1

Peu de temps apreés, Israil Moiseevic Gelfand dans une note aux Comptes Rendus
de I’Académie des Sciences de I'URSS du 27 mars 1939 [2] présente son programme
d’'études des C-algebres normées et énonce :
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6 P. MAZET

Théoreme 4. The ring of residues to a maximal ideal is the corpus of complex
numbers.

Ce qui est équivalent a I'énoncé 1.

Si ces notes contiennent les énoncés indiqués, elles ne contiennent aucune
preuve. Toutefois la note de Gelfand annonce la parution de la démonstration
des énoncés dans le Recueil Mathématique de Moscou.

Effectivement en 1941, dans son article fondateur de la théorie des algébres
normées, Gelfand [3] donne tous les développements annoncés dans la note [2] et,
en particulier, la preuve du théoréme 4. Cette preuve, particulierement élégante,
s'appuie sur la théorie des fonctions holomorphes et le théoreme de Liouville.

Parallelement, Mazur ne publie aucune preuve de son énoncé et, a ma connais-
sance, il faut attendre le livre [6] ([7] pour une version en anglais) de W. Zelazko
(éleve de S. Mazur) en 1968 pour lire la preuve originale de Mazur telle qu’il la
lui a transmise. Cette preuve, comme celle de Gelfand, s'appuie sur le théoreéme
de Liouville. La différence fondamentale est que, I'énoncé de Mazur étant dans le

et des fonctions

cadre des algeébres réelles, on y considere la partie réelle de X
harmoniques alors que Gelfand considere (x — Ae) ™! et des fonctions holomorphes.

La preuve de Mazur est donc tout aussi élégante que celle de Gelfand, c’est
pourtant cette derniére qui est restée la preuve la plus utilisée pour démontrer
I'énoncé 1. Il est d'ailleurs curieux de constater que, en 1987, dans sa note [5]
sur les contributions de Mazur a I'analyse fonctionnelle, G. Kothe mentionne le
théoréeme 3 mais cite immédiatement Gelfand pour la preuve de I'énoncé. De méme,
en 1991, dans I'article de [10] ([11] pour une version anglaise et [8] pour une version
francaise) consacré aux théoremes de Hopf et de Gelfand-Mazur, R. Remmert dit :
« Si Hopf avait eu connaissance en 1940 de la note aux Comptes Rendus de Mazur,;
il aurait sans aucun doute démontré ce théoréme » . On a donc |'impression que
I'absence d'une preuve par Mazur de son énoncé créait un manque réel comblé par
Gelfand quelques années plus tard. Peut-étre méme certains mathématiciens ont
douté que Mazur ait effectivement obtenu une preuve compléte de son énoncé.
Nous allons voir que cette preuve existait bien et comment elle a pu étre retrouvée.

2. La preuve de Mazur retrouvée

C'est pour répondre a une question demandant une preuve élémentaire du
théoreme de Gelfand-Mazur que j'ai voulu trouver la preuve originelle de Mazur.
Constatant qu’elle n’avait jamais été publiée j'ai essayer de retrouver dans les livres
une explication a cette absence de publication. c’est alors que j'ai été intrigué par
une note en bas de page dans le livre [6] de W. Zelazko. Le livre étant rédigé en po-
lonais (j'ignorais alors |'existence de la version anglaise [7]), je n'ai pas réalisé tout
de suite qu'il comportait la preuve transmise par Mazur a Zelazko. C'est donc en
faisant traduire cette note en bas de page que j'ai appris que le manuscrit original
de S. Mazur comportait la démonstration mais que celle-ci avait dii &tre supprimée
car la premiére version de la note avait été jugée trop longue.

Afin d'approfondir ce point j'ai demandé a C. Gilain d’aller voir aux archives
de I'académie des sciences de Paris sous quelle forme était le manuscrit originel
de Mazur. C'est ainsi qu'il a découvert qu'immédiatement apres |'énoncé principal
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LE THEOREME DE S. MAZUR SUR LES ALGEBRES NORMEES 7

(théoréme 3) le manuscrit était caché par une feuille de papier collée qui recouvrait
toute la démonstration et sur laquelle se trouve la petite phrase que I'on trouve
actuellement dans la note indiquant trés succinctement la démarche :

On démontre ce théoréme en établissant la non-existence d’une norme dans le
domaine de rationalité de toutes les fonctions rationnelles a coefficients réels, et
en s'appuyant sur le théoréme de Frobenius et la remarque b.

Heureusement, les feuilles de papier utilisées sont suffisamment fines pour que
I'on puisse lire les parties cachées par transparence. On trouvera ci-dessous les
photos des zones concernées; la démonstration cachée apparait dans les par-
ties plus foncées de la photo qui sont vues par transparence. La phrase indiquée
précédemment apparait en plus clair par dessus le texte de la preuve dans la premiére
photo.
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8 P. MAZET

On pourra noter sur la marge gauche l'inscription verticale « en petits ca-
ractéres ». Il s’agit probablement d'une tentative de S. Mazur pour raccourcir
le manuscrit sans faire disparaitre la preuve.

Voici donc le texte de cette preuve :

On voit facilement en s’appuyant sur le théoreme de G. Frobenius et la re-
marque (b) qu'il suffit d’établir la non-existence d'une norme dans le domaine de
rationalité R de toutes les fonctions rationnelles a coefficients réels, ce qu’on établit
par le raisonnement suivant : supposons qu'il existe une norme dans R. Soient x
et y des nombres réels, z = x + iy, t une variable réelle, ¢(X) une fonctionnelle
linéaire dans R ; en désignant par R(w) la partie réelle d'un nombre complexe w,

posons f(x,y) = w((R(i)) . La fonction f(x,y) est harmonique dans le plan
entier, y compris le point a l'infini; en effet, étant donnés les nombres réels xg, yo

et zp =X+ iyp on a

.- (z—2)"
— 2
fly) = (R )
() =Y ¢ e o)

n=1
dans un certain voisinage du point (xo, o), la série étant uniformément convergente
et ses termes étant des fonctions harmoniques; de méme dans un certain voisinage
du point a I'infini la fonction admet une représentation analogue

fx,y) = 2@((73(2:—11)) :

La fonction f(x,y) serait donc constante. Or cela est impossible puisque
(x1,)1), (x2, y2) étant deux points différents et zx = xx + iyk, il existe d'aprés un
théoreme fondamental une fonctionnelle linéaire p(X) dans R telle que

o(R(-) 29 (R(=) -

Zo — t
On notera d’ailleurs une légere erreur dans ce manuscrit puisque la sommation
dans les développements en série indiqués doit étre faite pour n allant de 0 a I'infini
et non de 1 a l'infini.

1
-t

3. Commentaires sur les énoncés de Mazur et de Gelfand
et sur les preuves respectives.

Bien que trés voisins, les énoncés de Mazur et de Gelfand relevent de
préoccupations différentes. Le travail de Mazur est dans la lignée du théoreme
de G. Frobenius [4] qui affirme essentiellement que les seuls corps qui soient des
R-algébres de dimension finie sont, a isomorphisme pres, R, C et H. On trouvera
d’ailleurs une intéressante étude sur les problemes de ce type dans I'article de R.
Remmert de [10] (ou [11] ou [8]).

En fait G. Frobenius montre que les corps mentionnés sont les seules R-algebres
sans diviseur de 0 qui ne possédent pas d'élément transcendant (ce qui s’applique
évidemment aux corps de dimension finie). Le but de Mazur est d'étendre ce résultat
en remplacant I"hypothése « de dimension finie » par I'hypothese « normée ». Tout
revient donc a prouver qu'il n'y a pas de norme d'algebre sur le corps R(X) des
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LE THEOREME DE S. MAZUR SUR LES ALGEBRES NORMEES 9

fractions rationnelles a coefficients réels. L'étude se place donc délibérément dans
le cadre des scalaires réels.

De son c6té, Gelfand souhaite montrer qu'il y a correspondance biunivoque entre
les idéaux maximaux d'une C-algebre de Banach et ses caractéres (c'est-a-dire les
morphismes de cette algébre vers C). Le contexte est donc celui des C-algébres
de Banach. Ce contexte permet alors de développer la théorie des fonctions ho-
lomorphes de C vers une C-algébre de Banach et d’obtenir la preuve que nous
connaissons. Cette preuve est alors tres rapide mais suppose des préliminaires sur
la théorie des fonctions holomorphes a valeurs dans un espace de Banach, ce qui
prend plusieurs pages dans I'article de Gelfand. La preuve de Mazur parait donc
sensiblement plus rapide. On doit cependant noter qu’elle est trés succincte au
niveau des justifications. Il suffit, pour s’en convaincre de voir la preuve détaillée
présentée par Zelazko dans [6] ou [7].

Il faut par ailleurs remarquer que le fait que les espaces normés considérés par
Gelfand sont complets est utile pour définir la notion de fonction holomorphe alors
que la preuve de Mazur montre que cette hypothése de complétude est inutile (il est
d’ailleurs facile de déduire les cas général a partir du cas des algebres complétes).
On peut donc dire que, si le cadre utilisé par Gelfand lui permet une preuve par-
ticulierement élégante, celui de Mazur consistant a prouver la non existence d'une
norme d'algebre sur R(X) permet d’expliciter plus clairement le fond du probléme.

La similitude des deux preuves peut donner a penser qu'il y a eu un échange
entre Mazur et Gelfand mais je n'ai pas pu élucider ce point.

Il est par ailleurs intéressant de noter que les deux preuves font appel au théoreme
de Hahn-Banach et donc a I'axiome du choix pour appliquer le théoreme de Liou-
ville 3 des fonctions a valeurs scalaires. Plus précisément, Mazur fait référence a
« un théoreme fondamental » sans le citer plus explicitement tandis que Gelfand
invoque un « théoreme de Hahn ». Il est cependant facile de contourner cette
utilisation de |'axiome du choix en utilisant le théoreme de Liouville pour les fonc-
tions sous-harmoniques et en remarquant que la norme de la fonction utilisée est
sous-harmonique.

Ainsi, le théoreme de Gelfand-Mazur est réputé pour avoir une démonstration
trés simple pourvu que I'on utilise quelques notions assez sophistiquées comme la
théorie des fonctions holomorphes a valeurs dans un espace de dimension infinie et
le théoreme de Hahn-Banach. En fait il est assez facile de contourner ces notions
délicates en revenant aux deux principes fondamentaux de cette preuve (que ce soit
dans la version de Mazur ou celle de Gelfand) a savoir la formule de la moyenne
et le principe du maximum qui en découle. C'est une telle preuve que je propose
dans la sections suivante.

4. Une preuve élémentaire ?

Il s'agit donc de prouver le théoreme 1.

Raisonnons par I'absurde et considérons une C-algébre normée A qui est un
corps différent de C. En notant e I'élément unité de A, il y a donc un élément a
dans A qui n'appartient pas Ce. Ainsi, pour tout A dans C, a — e n’est pas nul,
donc est inversible, ce qui permet d'introduire la fonction ¢ : A — (a— \e)~! de C
vers A. Montrons alors que I'étude de cette fonction aboutit a une contradiction.
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10 P. MAZET

4.1. Quelques remarques simples.

X
X=X X-2A

La relation — 1 prouve Ap(A) = ap(N) — 1, d'ou

1

ALl < Hlall -l +1 ety si [A] > lall, [l < =Tal

En particulier on a :

(1) le(A)]| — 0 lorsque [A| — +o0-
. 1 1 A—pu
La rel — =
areatlonX_)\ X4 X NX =) donne

e(A) = () = (A = p)eNe(p) -
On en déduit [[loN)]| = le(u)ll| < A= ul - [le)] - lleu)], d'ob I'on tire

1 1
I ToooT ~ Teganl <R

Cela prouve la continuité de et donc de ||¢(A)|| comme fonction de A.

o
I

4.2. Preuve du théoréme.

Pour « fonction de C dans un groupe additif définissons A« sur C x C par :
Aa(\ t) = a(A + t) + a(\ +jt) + a(X +jt) .
Nous utiliserons en particulier o = ¢, & = ||| et @ = N ot N()\) = ).

On vérifie aisément AN (), t) = 3\ + 3tt.
Par ailleurs, la relation

1 1 1 3 313

Xx—t X —jt + X—-pt X + X(X —t)(X —jt)(X —j2t)
fournit (en substituant a — X\ 3 X)
Ap(A, 1) = 3p(A) +3E20(N)p(A = t)p(A = jt)p(A = 1) .

Compte tenu de la continuité de ¢, on a donc, pour A fixé :

(2) pour t — 0, Ap(\ t) =3p(\) + O(t3).
On a clairement
Allglln ) = 180, B, dois Allgll(A, &) > 3N + O(F) .
Introduisons alors, pour ¢ > 0, la fonction ¥» = ||¢| + eN. Les résultats

précédents prouvent, pour A fixé, AY(A, t) = 3(N) + 3ett + O(t3); il s'ensuit
que, dés que |t| est suffisamment petit mais non nul, on a Ay(A, t) > 31(A). En
particulier, dans ces conditions, I'un au moins des ¥(\ — t), ¥(\ — jt), w(A — j>t)
est strictement supérieur a ¥(\). On peut donc conclure qu'en aucun point de C,

la fonction 1 ne peut présenter un maximum local.
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LE THEOREME DE S. MAZUR SUR LES ALGEBRES NORMEES 11

Choisissons alors un R > 0, sur le compact D(0, R) la fonction 9 qui est continue
atteint un maximum. D’apreés le résultat précédent ce maximum ne peut étre atteint
a I'intérieur du disque, il est donc atteint sur la frontiére, d'ol la majoration :

3) $(0) = [lp(0)]| < sup P(A) = sup [[e(A)]| +eR>.
[\=R [A|=R

En faisant tendre € vers 0 la relation précédente donne

[p(O)] < sup [l 5
[A|=R

S
A=

en faisant tendre ensuite R vers l'infini, on obtient, grace a (1), [|¢(0)|| = 0 ce qui
fournit une contradiction puisque ¢ n'est jamais nulle et achéve la démonstration.
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12 A. DUCROS

Géométrie analytique p-adique :
la théorie de Berkovich

Antoine Ducros!

A la fin des années quatre-vingts, Vladimir Berkovich a suggéré un nouveau point
de vue sur la géométrie analytique p-adique, et plus généralement ultramétrique
([5], [6]; voir aussi [8] et [27]). Il obtient notamment des espaces localement com-
pacts et localement connexes par arcs; de plus, ils ont tendance a contenir de
maniere naturelle les réalisations géométriques de nombreux objets combinatoires
(graphes de réduction, éventails, immeubles de Bruhat-Tits...) que l'on définit
abstraitement en géométrie algébrique; mieux, ils se rétractent souvent sur les
réalisations en question.

Motivée a I'origine par des questions de théorie spectrale, I'approche de Berko-
vich s’est révélée extrémement féconde.

On lui doit la démonstration de certaines conjectures difficiles de géométrie
arithmétique (cycles évanescents, correspondance de Jacquet-Langlands); elle a
offert un cadre particulierement pertinent pour établir des variantes p-adiques de
résultats de géométrie complexe (autour de I'analyse harmonique, des systémes
dynamiques, de I'équidistribution...) ou réelle (bonnes propriétés des parties semi-
algébriques, description purement topologique de certains groupes de cohomologie
étale...); elle a été utilisée pour mettre au point une théorie des dessins d'enfants
p-adiques; elle permet d'intégrer des 1-formes différentielles p-adiques sur de vrais
chemins; elle est liée a la géométrie tropicale; elle a servi a étudier la combinatoire
du diviseur exceptionnel d’une désingularisation, sur n’importe quel corps parfait ;
elle sert 3 mieux comprendre le comportement d'une famille de variétés complexes
au-dessus d'un disque épointé.

Dans ce qui suit, nous faisons tout d'abord quelques rappels sur les corps ul-
tramétriques, et traitons les exemples de Q, et C,. Dans une seconde partie, nous
expliquons les problemes rencontrés lorsqu’on veut faire de la géométrie analytique
sur ce type de corps, disons quelques mots des approches de Tate et Raynaud, puis
présentons celle de Berkovich (faute de connaissances suffisantes, nous ne parle-
rons malheureusement pas de celle de Huber, exposée par exemple dans [37]) ; pour
éviter un exposé trop technique, nous ne donnons pas de définitions précises, et
nous contentons d'énoncer les principales propriétés des espaces qu'il construit.

La troisieme partie est consacrée a la description de I'analytifiée d'une variété
algébrique; nous insistons tout particulierement sur le cas de la droite projective;
nous expliquons le lien entre la réduction modulo p d'une courbe projective p-adique
et le type d’homotopie de la courbe analytique associée.

La quatrieme partie est enfin dévolue a un survol succinct des applications de
la théorie de Berkovich que nous avons évoquées ci-dessus (on en trouvera une
recension plus substantielle dans le chapitre 3 de [27]).

L Université de Nice - Sophia Antipolis
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1. Les corps ultramétriques, I’exemple des corps p-adiques

On dit qu'une application ¢ définie sur un groupe abélien et a valeurs dans R
satisfait /'inégalité ultramétrique si p(a + b) < max(p(a), (b)) pour tout couple
(a, b); si ¢ est paire, ceci implique I'égalité p(a + b) = max(p(a), p(b)) dés que
©(a) et p(b) different, comme on le voit en écrivant a=a+b—bou b= a+b—a.

Un corps ultramétrique est un corps muni d'une valeur absolue (que I'on notera
systématiquement | |) qui satisfait I'inégalité ultramétrique. Soit k un tel corps. On
vérifie sans difficultés les faits suivants :

e la topologie dont il hérite est totalement discontinue (indépendamment de sa
complétude éventuelle);

o le sous-ensemble {x € k, |x| < 1} de k en est un sous-anneau, appelé
anneau des entiers de k et noté k°; son corps des fractions n'est autre que k; c'est
une partie a la fois ouverte et fermée de k;

e le sous-ensemble {x € k, |x| < 1} de k est I'unique idéal maximal de k°;

on le note k°°, et I'on désigne par k le quotient k°/k°°, que I'on appelle le corps
résiduel de k.

Un exemple moins idiot qu’il n’en a I'air. Tout corps muni de la valeur absolue
triviale (qui vaut 1 sur les éléments non nuls, et 0 sur 0), est un corps ultramétrique
complet; comme on le verra plus bas, faire de la géométrie analytique sur ce type
de corps peut se révéler fructueux (cf. [48]).

1.1. Exemple : le corps Q, des nombres p-adiques

Soit p un nombre premier; pour tout nombre rationnel non nul r, on note v,(r)
I'exposant de p (qui est un entier refatif) dans la décomposition de r en produit de
facteurs premiers. Soit € un réel strictement compris entre 0 et 1. L'application | |
de Q dans R qui envoie 0 sur 0 et tout élément r de Q* sur g% (") est une valeur
absolue, dite p-adique, qui satisfait |'inégalité ultramétrique. Remarquons, pour
fixer un peu les idées, que si r appartient a Z alors |r| < 1, la majoration étant
stricte si et seulement si r est multiple de p.

Le corps Q, des nombres p-adiques est par définition le complété de Q pour la
valeur absolue p-adique. C'est un corps ultramétrique complet. Il admet une des-
cription explicite relativement maniable : tout élément de Q, s'écrit d'une unique
maniere ajp’, ol les a; sont des entiers compris entre 0 et p — 1, nuls pour i
suffisamment négatif ; la valeur absolue d'un nombre p-adique non nul 3" a;p’ est
égale 3 &/, ol j = inf{i,a; # 0}; I'addition et la multiplication dans Q, se font
3 I'aide de I'algorithme usuel, avec retenues. Il est immédiat que > a;p’ appartient
a @, (resp. Q) si et seulement si a; est nul pour tout i strictement négatif (resp.
négatif ou nul).

Traditionnellement, I'anneau Q}, est noté Z, et est appelé /'anneau des entiers
p-adiques. D'apres ce qui précéde, son idéal maximal Q}° est simplement pZ, et
le corps résiduel Z,/pZ, est isomorphe a Z/pZ. On démontre facilement a I'aide
du critere séquentiel que Z, est compact. Comme les parties de la forme a+ p"Z,
(avec a dans Q, et n dans N) forment une base de la topologie de Q,, ce dernier
est localement compact.
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L'anneau Z, a moralement « tendance a coder les propriétés vraies modulo p”
pour tout n » . Par exemple, un systeme d’'équations polynomiales a coefficients
dans Z a une solution dans Z, si et seulement si il en a une dans chacun des
Z/p"Z. Cette assertion est a rapprocher de la suivante : un tel systeme a une
solution dans [0;1] si et seulement si il a, pour chaque entier n, une solution
a 1/n prés dans Q N [0;1]. En effet, on a recours dans les deux cas a un objet
conceptuellement sophistiqué (Z, d'un c6té, R de I'autre) pour éviter de devoir
travailler en permanence « a une précision arbitrairement grande prés » (une
congruence modulo p” peut étre vue, via la valeur absolue p-adique, comme une
approximation d’autant plus précise que n est élevé).

1.2. Le corps C,

Soit @p une cléture algébrique de Q,. La valeur absolue de ce dernier s'y pro-
longe de maniére unique, mais le corps ultramétrique ainsi obtenu n'est pas com-
plet; son complété C, reste heureusement algébriquement clos. C'est en quelque
sorte |'analogue p-adique du corps des complexes, et il lui est d’ailleurs abstrai-
tement isomorphe, puisque son degré de transcendance sur QQ est la puissance du
continu.

Le sous-groupe |Cy| de R, est @ (pour tout entier i, la valeur absolue de toute
racine i-ieme de p est égale a 51/i) ; le corps résiduel (@: est une cl6ture algébrique
de Z/pZ.

Soit p la fleche quotient Cf, — @7,. Pour tout A appartenant a (@vp, le sous-
ensemble p~*(X) de C, est une boule ouverte de rayon 1 (dont n'importe quel point
est un centre). L'anneau C, est recouvert par les p~1()\), qui sont en nombre infini
et deux a deux disjoints; il n'est donc pas compact. Comme tout ouvert non
vide de C, contient une boule fermée de rayon € pour n assez grand, laquelle est
homéomorphe a Cj}, via la multiplication par p”, le corps ultramétrique complet
Cp n'est pas localement compact.

2. Les différentes approches de la géométrie
analytique ultramétrique

2.1. Le probleme

Le r6le majeur joué par les corps p-adiques en géométrie arithmétique a incité
a développer sur ces derniers, et plus généralement sur tout corps ultramétrique
complet, une géométrie analytique analogue a celle pratiquée sur C.

On fixe & partir de maintenant un corps ultramétrique complet k, dont la
valeur absolue peut étre triviale. On utilise les notations k° et k°° introduites
au tout début de I'article; on désignera par \/|k*| I'ensemble des nombres réels
strictement positifs dont une puissance non nulle appartient 3 |k*|.

Les notions de série entiére et de rayon de convergence s'étendent telles quelles
a k; ellesy sont méme, en un sens, plus maniables que dans la situation classique,
puisqu'une série d'éléments de k converge si et seulement si son terme général tend
vers z€ro.
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Mais la totale discontinuité de k pose assez rapidement un probléme redoutable.
Considérons en effet la fonction qui vaut 1 sur k° et 0 sur k — k°. Comme k° est
a la fois ouvert et fermé, cette fonction est localement constante, et a fortiori
localement développable en série entiére; mais il n'est évidemment pas raisonnable
de la considérer comme globalement analytique. Il semble donc, si I'on s’en tient
aux définitions naives, que I'analyticité sur k ne soit pas une notion de nature
locale.

2.2. L’approche de Tate

Que signifie précisément |'expression « étre de nature locale » ? Sur le corps C,
on qualifie ainsi les propriétés qu'il suffit de tester sur un recouvrement ouvert
de I'espace ambiant. L'idée de Tate ([46]) a consisté a décréter qu'en géométrie
analytique ultramétrique, on considére une propriété comme étant de nature locale
s'il suffit de la tester sur un recouvrement ouvert admissible de |'espace ambiant.

Il n'est pas question de donner ici la définition d'un recouvrement admissible;
disons simplement qu'il s'agit d'un recouvrement dans lequel il y a suffisamment
de chevauchements entre les ouverts pour que les conditions de coincidence sur les
intersections constituent des contraintes dignes de ce nom. Le recouvrement de la
droite affine par la boule unité fermée et son complémentaire est |'exemple typique
a exclure.

Un espace analytique au sens de Tate (c'est ce qu'on appelle un espace ana-
lytique rigide) apparait ainsi comme un espace topologique totalement discontinu
sur lequel on distingue certaines familles d'ouverts, dont on dit qu'elles forment un
recouvrement admissible de leur réunion; si I'on veut étre plus précis, il y a lieu de
recourir au formalisme des topologies de Grothendieck.

Les objets qui se recollent convenablement en géométrie complexe (tels les fonc-
tions, les fibrés vectoriels...) se recollent convenablement en géométrie analytique
rigide, pourvu que I'on se restreigne a des recouvrements admissibles.

2.3. L’approche de Raynaud

Indépendamment de sa nature exacte, un espace analytique rigide est localement
défini par I'annulation de certaines fonctions analytiques sur un polydisque unité
fermé. Raynaud propose alors ([40], [13]-[16]) la chose suivante : effectuer des
changements de variables adéquats afin que les fonctions en question, ainsi que les
données de recollement entre les différentes cartes, soient données par des séries
a coefficients dans k°. Une telle opération est (moyennant certaines hypothéses de
finitude) toujours possible; il y a en général plusieurs choix possibles, chacun d'eux
donnant lieu a ce qu'on appelle un modéle de I'espace analytique rigide dont on
est parti.

Lorsqu'on a fixé un tel modele, on peut réduire modulo k°° les séries qui le
décrivent. Comme elles convergent sur le polydisque unité fermé, presque tous
leurs coefficients sont dans k*°, et elles s’envoient ainsi sur des polynémes sur le
corps k ; ces derniers définissent une variété algébrique sur k, c'est la fibre spéciale
de notre modele. La considération des fibres spéciales permet de ramener certains
problemes de géométrie analytique sur k a des questions de géométrie algébrique
sur k.
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Mentionnons que les recouvrements admissibles de Tate se retrouvent dans la
théorie de Raynaud : ils correspondent, grosso modo, aux recouvrements de Zariski
des fibres spéciales des modeles.

2.4. L’approche de Berkovich

Elle est détaillée dans les deux textes fondateurs [5] et [6]. On peut la décrire
trés succinctement en disant que Berkovich rajoute des points aux espaces rigides
analytiques, et obtient par ce biais des objets jouissant notamment d'excellentes
propriétés topologiques.

Ce procédé est a bien des égards analogue a celui mis en ceuvre lorsque,
pour passer d'une variété algébrique au sens naif sur un corps algébriquement
clos au schéma correspondant, I'on adjoint un point générique a chaque fermé
irréductible de dimension strictement positive.

Quelques précisions. A tout espace analytique rigide Xy est associé de maniere
naturelle un « espace de Berkovich » X possédant les propriétés suivantes.

e X est localement compact et localement connexe par arcs, et Xy s'identifie,
comme espace topologique, a une partie dense de X.

e Si Xp est défini comme le lieu des zéros d'une famille de fonctions sur un
polydisque unité fermé, X est compact.

e || existe une classe particuliere de sous-ensembles de X, les domaines ana-
lytiques, qui comprend entre autres les ouverts de X, ainsi que certaines parties
compactes : par exemple, si Xp est la droite affine analytique et si Yo C Xy est le
disque unité fermé, alors Y C X est un domaine analytique compact.

e A tout point x de X est associé une extension ultramétrique compléte de k,
le corps résiduel complété de x, que I'on note 7 (x); le point x appartient 3 X
si et seulement si .#(x) est fini sur k.

e Pour tout domaine analytique U de X, on sait définir I'algébre Ox(U) des
fonctions analytiques sur U ; si x est un point de U on dispose d'un morphisme de
k-algebres Ox(U) — F(x), appelé évaluation en x et noté x — f(x).

e Si U et V sont deux domaines analytiques de X avec V C U, il existe une
application de restriction Ox(U) — Ox (V). Si I'on se restreint aux ouverts de X,
alors U — Ox(U) est un faisceau.

o L’algebre Ox(X) coincide avec |'algébre des fonctions analytiques sur |'espace
rigide analytique Xjp.

Quelques commentaires.

- Le dernier point peut se formuler ainsi : Berkovich modifie les espaces topo-
logiques considérés par la géométrie rigide, mais pas leurs anneaux de fonctions.
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- U — Ox(U) est un faisceau sans qu'il y ait besoin, pour recoller les fonc-
tions, de se restreindre & des recouvrements ouverts d’'un type particulier. Cette
amélioration par rapport a la situation analytique rigide, en apparence spectacu-
laire, s'explique trés simplement : la topologie de X est telle que si (U;) est une
famille d'ouverts de X et si I'on pose U = |J U;, alors (U;) N Xy est automatique-
ment un recouvrement admissible de U N Xp.

3. L’analytifiée d’une variété algébrique

Nous n'en dirons pas plus ici sur les espaces de Berkovich généraux; nous avons
choisi d'insister sur un cas particulier, celui de I'espace de Berkovich associé a une
variété algébrique sur k ([5], §3.4), dont nous allons décrire précisément I'espace
topologique sous-jacent.

3.1. Le cas affine

Soit £ une variété algébrique affine sur k, donnée par un systeme d’équations
polynomiales (Py, ..., Py) en n variables Xi, ..., X,. Posons

A=K[Xt,...,Xa)/(Pr,....Pmw).

L'idée qui sous-tend la définition de I'espace de Berkovich 27" associé a 2 est
la suivante : on s'intéresse aux points de & & valeur dans toutes les extensions ul-
tramétriques complétes de k. Soit L une telle extension ; I'évaluation des fonctions
induit une bijection entre I'ensemble des L-points de 2" et celui des homomor-
phismes de k-algebres de A dans L. Pour cette raison, on appellera évaluation tout
k-morphisme de A dans une extension ultramétrique compléte de k.

A toute évaluation sera donc associé un point de l'espace que lI'on cherche
a construire. Par ailleurs, donnons-nous une évaluation A — L, et une extension
ultramétrique compléte L’ de L. La composée de A — L et de L — L’ est une
évaluation A — L'. Il est raisonnable de décréter que les points associés 3 A — L
et 3 A — L' coincident : il s'agit en effet simplement de dire que tout L-point
peut a fortiori &tre vu comme un L’-point.

On est ainsi amené a définir I'espace 2" comme |'ensemble des classes
d'équivalences d’'évaluations, relativement a la relation engendrée par les iden-
tifications mentionnées ci-dessus.

Pour naturelle qu’elle apparaisse, cette définition n’est ni trés tangible, ni
trés maniable, et nous allons immédiatement en donner une autre, qui lui est
équivalente. Soit A — L une évaluation. Sa composée avec la valeur absolue de L
définit une application de A dans R} qui est multiplicative, satisfait I'inégalité
ultramétrique, et coincide sur k avec la valeur absolue ; une telle application de A
dans R sera appelée une semi-norme multiplicative.

On fait ainsi correspondre a chaque évaluation une semi-norme multiplicative sur
A. Réciproquement, soit x une telle semi-norme. Son noyau p, est un idéal premier
de A, par lequel elle passe au quotient; elle induit de ce fait une valeur absolue
ultramétrique sur le corps des fractions de A/py; le complété correspondant est
noté 7 (x), et A — J€(x) est une évaluation, qui est par construction minimale
au sein de sa classe d'équivalence.
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Il n'est pas difficile de voir que I'on vient de mettre en bijection I'ensemble des
classes d’'équivalences d'évaluations et celui des semi-normes multiplicatives sur A.
Ceci conduit a cette nouvelle définition : 'espace 22" est I'ensemble des semi-
normes multiplicatives sur A, muni de la topologie induite par la topologie produit
de RA.

Remarque 1. On a donné une description de /'espace topologique sous-jacent
a 2" ; on ne dira rien ici du faisceau des fonctions analytiques sur ce dernier.

Remarque 2. Soit x un point de 272", autrement dit une semi-norme multiplicative
sur A. Le corps 7 (x) introduit ci-dessus est bien entendu le méme que celui dont
il a été question plus haut; la restriction a A de |'évaluation f — f(x) est la
fleche naturelle A — J#(x) ; pour toute fonction f de A, le réel x(f) est ainsi égal
a |f(x)|, et c'est cette derniére notation que |'on emploiera de préférence, pour
des raisons psychologiques évidentes.

Remarque 3. Tout k-point de la variété algébrique 2~ donne lieu 3 une évaluation
A — k, donc a un point de 272", |l est trés facile de voir que I'on établit ainsi une
bijection entre 2" (k) et I'ensemble 272"(k) des points de 2 tels que #(x) =
k. Si I'on munit 2 (k) de la topologie (totalement discontinue) héritée de celle
de k, et Z?"(k) de la topologie induite par celle de 272", cette bijection est un
homéomorphisme.

Remarque 4. En envoyant une semi-norme sur son noyau, on définit une applica-
tion continue de 272" vers le schéma 2.

3.2. Le cas général

On définit I'analytifiée 272" d’une variété algébrique quelconque 2 par recol-
lement a partir du cas affine. Indiquons quelques propriétés satisfaites par |'es-
pace 22",

i) Z (k), muni de la topologie totalement discontinue induite par celle de k,
est homéomorphe au sous-ensemble 272"(k) de 272" constitué des points x tels
que S (x) = k (et muni de la topologie induite) ; si k est algébriquement clos et
si sa valeur absolue n'est pas triviale, alors 272" (k) est dense dans 272".

i) 22" est muni d'une application continue et surjective vers le schéma 2~,
qui induit une bijection mo(2™?") ~ m(Z"); en particulier 272" est connexe (et
partant, connexe par arcs) si et seulement si 2" est connexe.

iii) 23" est séparé si et seulement si 2 est séparé, et compact si et seulement
si 2 est propre; dans ce dernier cas, les théorémes de type GAGA s'appliquent.

iv) La dimension topologique de 22" est égale a celle de 2.

Aparté : comparaison avec la géométrie complexe. A tout C-schéma de type
fini 2 peut étre associé un espace analytique complexe Z72". Dans ce contexte,
la propriété jii) reste vraie, et 272" — £ induit encore une bijection (2 ?") ~
mo(Z"). La dimension topologique de 272" est par contre égale au double de la
dimension de Krull de 27, et 2@ — 2 n’est pas surjective (en général...); elle
identifie 272" a 2 (C) muni de la topologie transcendante.
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3.3. Etude détaillée de la droite projective

Les références pour ce qui suit sont les paragraphes 4.1 et 4.2 de [5]. Comme
PP} est propre, Pi’a" est compact; comme P} est connexe, Pi’a" est connexe par
arcs. Il vérifie en fait la propriété suivante, bien plus forte, qui en fait ce qu'on
appelle un arbre réel : pour tout couple (x, y) de points de ]P’i"a", il existe un et un
seul fermé de IP’i’a" homéomorphe a un intervalle compact d'extrémités x et y.
Ceci entraine immédiatement la simple connexité de ]P’i’a"; on peut montrer qu'il
est contractile.

Exemples d’arcs réels tracés sur Pi’a”. Si a est un élément de k, il définit un k-
point de Ay*"  P,®", que I'on note encore a; on désigne par oo le point 3 I'infini
de IP’i’a". Pour tout a dans k et tout réel positif r, I'application 7,,, de k[T] dans
Ry qui envoie Y a;(T — a)’ sur max|a;|r' est une semi-norme multiplicative, et
donc un point de A}®" C P1°"; on pose 7, 00 = 0.

Soient a et b deux éléments de k. Faisons deux remarques : 1,9 envoie tout
polynéme P sur |P(a)|, et coincide donc avec a; si r est un réel supérieur ou égal
a |b—a|, alors n,, = np,,.

On peut maintenant décrire I'unique intervalle tracé sur ]P’i’a" reliant aa oo :
c'est {na,r fo<r<oo s quant a celui quijoint aa b, c'est la réunion de {7,/ }o<r<|p—a
et de {751 }|b—a|>r>0 (rappelons que 1, |p_a| = b, |b—a])-

Dans chacun de ces intervalles, seules les extrémités sont des points rigides
classiques; les points intérieurs, qui sont de la forme 7., avec r dans R%, sont
« nouveaux » .

Nombres de branches aboutissant a un point donné.

e Soit a appartenant 3 k U {oc}. Comme le schéma P} — {a} est connexe, il
en va de méme de I'espace P}*" — {a}.

e Soit a appartenant a k et soit r un réel strictement positif qui n'appartient
pas a +/|k*|. L'espace ]P’i"a" — na,r @ exactement deux composantes connexes,
respectivement définies par les conditions |T —a| < ret |T —a| > r.

e Soit a appartenant a k et soit r un réel strictement positif qui appartient
a \/W L'espace }P’i"a"—n“ a une infinité de composantes connexes. Nous allons
les décrire en nous placant, pour simplifier, dans la situation ot a =0, ot r = 1,
et ol k est algébriquement clos. Soit S un systeme de représentants de k dans k°.
Pour tout s appartenant a S, notons Us |'ouvert de Pi’a" défini par la condition
|T —s| < 1; soit Uy, I'ouvert de P;®" défini par la condition |T| > 1. Les Us, ol
s parcourt SU {00}, sont exactement les composantes connexes de ]P’i’a" — 10,1

Remarque. Si P est un point de Pi’a" alors tout voisinage U de P contient toutes

1 - . 1
les composantes connexes de P,®" — P sauf un nombre fini. La topologie de P,"*"— P
est ainsi plus grossiere que sa topologie d'arbre; c'est le prix a payer pour avoir
affaire a un espace compact.
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3.4. Type d’homotopie et réduction modulo p

Le graphe d'une courbe semi-stable déployée. On dira qu'une courbe algébrique
projective sur k est semi-stable déployée si ses seules singularités sont des k-points
doubles ordinaires dont les deux tangentes sont définies sur k. A une telle courbe
est associé un graphe construit comme suit : a chaque composante irréductible
correspond un sommet, et a chaque point double une aréte qui joint les deux som-
mets correspondants (resp. se referme en un cercle sur le sommet correspondant)
s'il appartient a deux composantes (resp. n'appartient qu'a une composante).
Ainsi, le graphe associé a une réunion de deux droites projectives sécantes en un
point est un segment; celui qui correspond a une cubique nodale ou a une chaine
polygonale de droites projectives est un cercle.

Etude des courbes a réduction semi-stable déployée. Soit 2" une k-courbe
projective et lisse. Supposons qu'il existe un systeme d'équations de 2~ a coeffi-
cients dans k° (ou, pour &tre plus technique et plus précis, un k°-schéma propre et
plat de fibre générique isomorphe a 2") dont la réduction modulo k° définit une
k-courbe projective semi-stable déployée X cette hypothése n'est pas forcément
vérifiée, mais |'est toujours aprés une extension finie éventuelle du corps de base.
On dispose d'une application p : 272" — Z°, dite de réduction modulo k°°.
Exemple : le cas de la droite projective. Donnons quelques propriétés de la fleche
p: P — ]P%. Si a € k° alors p(a) est le point a de A% C ]P%; sia € (k—k°)U{oo}
alors p(a) est le point a I'infini de ]P%; enfin p(no,1) est le point générique de ]P%.
Revenons a la courbe 2°. On démontre ([5], §4.3) les assertions suivantes.

e Si 7 est le point générique d'une composante irréductible .% de é”v alors
p~Y(n) est un singleton {o%}.

e si x est un point double de 2, alors p~1(x) est isomorphe 3 une couronne
ouverte, c'est-a -dire a un ouvert de Ai’a" défini par une condition de la forme
s < |T| < t. Remarquons qu'un tel ouvert contient en particulier I'intervalle ouvert
{70, }rejs;¢], que I'on immerge ainsi dans 272" ; si x appartient a deux composantes
irréductibles .7 et ¢ (resp. a une seule composante irréductible .7) de 2, alors
I'image de {70,/ }re]s;e) dans 272" relie 0.7 a o0y (resp. se referme en un cercle
sur og).

On vient ainsi de construire un homéomorphisme entre le graphe de 2~
et un certain fermé I' de 27?". On prouve que 2°°" se rétracte sur I'.
Remarque. Si 2 est lisse, alors I" est un point et 272" est dés lors contractile.

3.5. Quelques résultats complémentaires

Topologie des courbes analytiques en général. A I'aide de ce que I'on vient de
faire, on démontre ([6], §4.3) les faits suivants : si X est une courbe analytique
quelconque, alors tout point de X a une base de voisinages contractiles qui sont
des arbres réels; de plus, il existe un fermé I" de X qui est un graphe localement
fini vers lequel X admet une rétraction compacte.
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Variétés algébriques de dimension supérieure. Soit 2~ une variété projective
lisse sur k. Supposons que I'on puisse trouver un systeme d'équations de Z a co-
efficients dans k° dont la réduction .2~ modulo k% soit une k-variété algébrique
pluristable ([10], §4.1; cela signifie moralement que son lieu singulier ressemble
localement a une intersection d'hyperplans de coordonnées). On peut alors ([9],
th. 8.1 et [10], §4 et §5), exactement comme dans le cas des courbes :

e définir abstraitement un polyédre de dimension majorée par celle de 2" et qui
code la combinatoire des singularités de 2" ; c'est par exemple un point si 2~ est
lisse;

e construire un homéomorphisme entre ce polyédre et un certain fermé I'

de 272"

e montrer que 2" se rétracte sur I' (ceci entraine entre autres que 22" est
contractile dés que 2~ est lisse).

Topologie des espaces analytiques lisses. En se ramenant, a I'aide notamment
des altérations de De Jong, a une situation du type que |'on vient de considérer,
Berkovich démontre ([9], th. 9.1) que si la valeur absolue de k n'est pas triviale,
tout espace k-analytique lisse est localement contractile.

Groupes réductifs et immeubles de Bruhat-Tits. Si le corps k est local et si
G est un k-groupe algébrique réductif défini sur Z, Berkovich construit ([5], §5.4)
deux plongements de son immeuble de Bruhat-Tits #(G, k) dans G?".

Variétés toriques et éventails. Soit k un corps quelconque, que I'on munit de la
valeur absolue triviale. Soit 2~ une variété torique sur k, le tore en jeu étant supposé
déployé. Dans [48], Thuillier définit un certain domaine analytique compact 23
de 272" et montre I'existence d'un fermé E de 2°= qui s'identifie naturellement
3 la compactification canonique de I'éventail & de 2 ; de plus, 2°= se rétracte
sur E, et la structure polyédrale de & se retrouve en considérant la restriction a E
des normes de certaines fonctions analytiques.

4. Fécondité de la théorie de Berkovich

4.1. Géométrie arithmétique

Aprés avoir jeté les bases de sa théorie, Berkovich a entrepris ([6]) de définir la
topologie et la cohomologie étales sur ses espaces analytiques, et d'établir a leur
sujet les résultats attendus (dualité de Poincaré, pureté, théorémes de comparai-
son...). Elles ont joué un rdle crucial dans la preuve de deux conjectures.

e Une conjecture de Deligne concernant les cycles évanescents. Elle a été
démontrée par Berkovich ([7]).
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e Une conjecture de Carayol et Drinfeld relative aux correspondances de
Langlands et Jacquet-Langlands locales. Elle a été établie par Boyer, Harris et
Taylor dans le cas p-adique, et par Hausberger dans celui d'égale caractéristique
([17], [34]. [35], [36]); il s’agit essentiellement de montrer que la correspondance
cherchée se réalise dans la cohomologie étale de certains espaces analytiques conve-
nables, qui apparaissent comme des revétements du « demi-plan de Poincaré p-
adique »; dans cet esprit, on peut également mentionner un article récent de
Dat ([24]).

4.2. Analogues p-adiques de résultats complexes

e Théorie spectrale. Il est facile d'exhiber une algebre de Banach non nulle
&/ sur Cp, et un élément a de o7 dont le spectre au sens naif est vide (notons que
dans ce cas A — (a—A)~! est une fonction localement analytique sur C,, mais pas
globalement). C'est pour remédier 3 ce défaut que Berkovich a fondé sa théorie.
Si k est un corps ultramétrique complet et si a est un élément d'une k-algébre de
Banach &7, Berkovich définit ([5], §7) le spectre de a comme une partie non pas de
k, mais de Ai"a". Il retrouve alors les résultats usuels : le spectre est compact, non
vide si &7 est non nulle, sa trace sur k est le spectre classique, et toute fonction
analytique au voisinage du spectre peut &tre évaluée en a.

¢ Analyse harmonique. Pour des raisons variées, divers auteurs (Baker, Favre,
Jonsson, Rumely, Thuillier) ont récemment cherché a faire de I'analyse harmo-
nique sur les courbes ultramétriques ([2]-[4], [28], [29], [47]). Les résultats les plus
aboutis et les plus systématiques dans cette voie sont ceux de Thuillier ([47]);
en utilisant de maniére absolument essentielle la structure locale d'arbre réel des
courbes analytiques de Berkovich, il définit sur ces derniéres les notions de fonc-
tions harmoniques, de fonctions lisses, d'opérateur dd“, de courant... et démontre
les analogues des assertions connues sur les surfaces de Riemann; il s'en sert ensuite
pour reformuler la théorie de I'intersection en géométrie d'Arakelov.

e Systemes dynamiques et équidistribution. Les premiers travaux en matiere
de systemes dynamiques sur C, (il s'agissait d'étudier I'itération de fractions ra-
tionnelles & une indéterminée) ont été réalisés par Rivera-Letelier ([41]-[43]);
ils ont montré I'intérét qu'il y avait, méme pour comprendre des phénomeénes ne
concernant a priori que P*(C,) (tels I'existence de points périodiques attractifs ou
répulsifs), 3 considérer I'action d'une fraction rationnelle sur I'espace de Berko-
vich ]P(lc";" (notons que Rivera-Letelier travaille souvent avec la topologie d'arbre
sur ce dernier, plus fine que celle de Berkovich).

Faisons une petite digression vers |'équidistribution en dynamique complexe.
Considérons une fraction rationnelle R en une variable sur C, et soit z un point
complexe tel que R~2(z) ne soit pas égal 3 {z}. Pour tout n, notons i, la moyenne
des masses de Dirac en les antécédents de z par R"”, comptés avec multiplicité.
Un résultat classique assure que (u,) converge faiblement vers une mesure de
probabilités sur P*(C) ne dépendant pas de z.

Favre et Rivera-Letelier ont démontré ([30]) exactement le méme résultat sur C,,
a cela prés que la mesure limite vit sur I'espace de Berkovich Pé’;", et qu'il peut
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arriver que son support ne contienne aucun Cp-point. Dans certains cas (notam-
ment lorsque la fraction s'étend en un endomorphisme de IP’(}:?)), la mesure limite
peut étre par exemple Oy, .

Un phénomene analogue se produit pour I'équidistribution de points de petite
hauteur ([4], [18], [31]). Par exemple, Chambert-Loir a établi dans [18] une variante
p-adique d'un théoréme de Szpiro, Ulimo et Zhang ([45]) en la matiére, et sa mesure
limite p vit, comme celle de Favre et Rivera-Letelier, sur |'espace de Berkovich
associé a la variété qu'il considere; des que celle-ci est de dimension strictement
positive, le support de i ne comprend aucun C,-point.

e Théorie de Nevanlinna, courbes entiéres, hyperbolicité de Kobayashi...
dans le cadre p-adique. La théorie de Berkovich a été utilisée par différents au-
teurs (Berkovich lui-mé&me, Cherry...) pour obtenir un certains nombres de résultats
dans ce domaine ([5], [19]-[22]) ; par exemple, Berkovich a démontré que tout mor-
phisme analytique de la droite affine dans une courbe de genre au moins égal a 1
est constant ([5], th. 4.5.1).

4.3. Analogues p-adiques de résultats réels

e Bonnes propriétés des parties semi-algébriques. Soit 2" une variété
algébrique affine réelle d'anneau A. On dit qu'une partie de 2°(R) est semi-
algébrique si elle peut étre définie par une combinaison booléenne d'inégalités
entre fonctions de A. Il est bien connu que toute application polynomiale entre
variétés réelles affine transforme une partie semi-algébrique en une partie semi-
algébrique, et que les composantes connexes d'une partie semi-algébrique sont en
nombre fini, et sont elles-méme semi-algébriques.

Soit k un corps ultramétrique complet et soit 2~ une k-variété algébrique affine
d’anneau A. On dira qu'une partie de 2"?" est semi-algébrique si elle peut &tre
définie par une combinaison booléenne de conditions de la forme |f| X A|g|, ou f
et g appartiennent a A, ol A est un réel positif, et ou X est I'un des quatre
symboles d'inégalités. Les deux résultats mentionnés ci-dessus se transposent alors
mutatis mutandis dans ce contexte ([26], prop. 2.5 et th. 3.2).

e Description purement topologique de certains groupes de cohomologie
étale. Un théoreme classique de Witt assure que le groupe de Brauer d'une courbe
réelle lisse 2 s'identifie 3 (Z/2)™ (% ®)  yja |'évaluation point par point.

L'auteur a établi dans [25] (th. 4.2 et th. 5.2) un analogue p-adique de ce
résultat, qui réinterpréte et étend un résultat antérieur de Kato ([38], cor. 2.9); cet
analogue consiste a décrire un certain groupe de cohomologie associé a une courbe
algébrique p-adique lisse 2" en termes de la topologie de 272" : on choisit un graphe
localement fini T' vers lequel 27" admet une rétraction compacte, et le groupe
étudié s'identifie alors a celui des cochaines harmoniques sur I', a coefficients dans
Z/n pour un certain n. Cet isomorphisme est construit a ['aide d'une évaluation
ponctuelle des classes de cohomologie, qui ne donnerait rien si I'on se limitait aux
points rigides, en lesquels cette évaluation est toujours nulle.
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4.4. Autres applications

e Dessins d’enfants p-adiques. La théorie des dessins d’enfants vise a com-
prendre Gal(Q/Q) en termes géométriques et combinatoires. Yves André a
utilisé les espaces de Berkovich pour proposer ([1]) une approche analogue de
GaI(QTP/Qp), approche qui repose sur la considération de certains revétements
étales particuliers, dits tempérés, des courbes analytiques de Berkovich sur C,;
le groupe qui classe les revétements en question n'est en général ni discret, ni
profini : celui de I'analytifiée une courbe elliptique a mauvaise réduction est ainsi
isomorphe a Z x 7.

e Intégration p-adique sur de vrais chemins. Berkovich a exploité le caractere
localement connexe par arcs de ses espaces pour développer sur ces derniers une
théorie de I'intégration des 1-formes différentielles fermées ([11]). Celle-ci, inspirée
en partie par les travaux antérieurs de Coleman ([23]) sur les courbes, s’applique
a tout espace analytique lisse X sur C,. Elle associe a toute 1-forme fermée w
sur X et a tout chemin ~, tracé sur X et d'extrémités appartenant a X(C,), un
élément f7 w de C,[log p], qui ne dépend que de la classe d’homotopie de . Cette
intégrale est essentiellement calculée par différence des primitives; |'essentiel du
travail de Berkovich consiste a construire une classe convenable de fonctions au
sein desquelles vivent les primitives en question.

o Géométrie tropicale et conjecture de Bogomolov. Dans un article récent
([33]), Gubler démontre une conjecture de Bogomolov concernant les points de pe-
tite hauteur d'une variété abélienne <7 définie sur un corps F lui-méme de type fini
sur un corps algébriquement clos k, moyennant I'hypothése que 7 a une réduction
totalement dégénérée en au moins une valuation discréete divisorielle de F. Sa preuve
repose sur des résultats intermédiaires de géométrie tropicale, qu'il établit dans [32]
a |'aide de la théorie de Berkovich. Les résultats en question portent sur les sous-
variétés analytiques de G;?"; ils se transférent aux variétés abéliennes a réduction
totalement dégénérée, en écrivant I'analytifiée d'une telle variété comme le quotient
de GJ:?" par un réseau.

e Familles de variétés complexes sur le disque épointé. Soit K le corps
des fonctions méromorphes au voisinage de |'origine sur C, et soit £  une variété
algébrique propre sur K. Elle définit, pour tout nombre complexe z non nul et de
module suffisamment petit, une variété algébrique complexe 2. Par ailleurs, on
peut par complétion plonger K dans C((t)). Lorsqu’on munit C((t)) d'une valeur
absolue t-adique, on en fait un corps ultramétrique complet, dont la topologie n'a
plus rien 3 voir avec celle de C (puisque ce dernier, en tant que sous-corps de
C((t)), est discret). Il semble néanmoins qu'existent de nombreux liens entre la
famille des 2 (C) et 'espace de Berkovich 2

Par exemple, lorsque 2 est une variété de Calabi-Yau, I'on peut définir de
facon cohérente une métrique g, de diamétre 1 sur chacun des Z,(C); si 2 a
une réduction totalement dégénérée, Kontsevich et Soibelman conjecturent ([39])
que lorsque z tend vers zéro, (£;(C), g;) s'effondre sur un espace métrique qui
s'identifie a un fermé de (Ca(”(t)) sur lequel ce dernier se rétracte.
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Revenons au cas d'une variété algébrique 2" propre quelconque; la famille des
H*(2,(C),Z) définit une variation de structure de Hodge mixte sur le disque
épointé D*: une fois choisi un revétement universel D* de D* de groupe II, on
peut définir la limite de la famille des H*(Z2,(C),Z), et I'on obtient ainsi une
structure de Hodge mixte H;  sur laquelle II agit. Soit F le complété (pour la
topologie t-adique) de la cldture algébrique de K qui correspond a D*. Berkovich
démontre ([12], th. 5.1) qu'il existe pour tout i un isomorphisme II-équivariant

H'(|27"],Q) = Wo(H;,, @ Q),
ou | ZF"| désigne |'espace topologique sous-jacent a 2Z2".

e Le diviseur exceptionnel d’une désingularisation. Soit k un corps par-
fait, soit X une k-variété intégre et soit Y son lieu singulier. Considérons une
désingularisation X’ — X de X telle que I'image réciproque Y’ de Y soit un divi-
seur a croisements normaux stricts. Soit A la réalisation géométrique du complexe
d'incidence des composantes de Y’. Thuillier a démontré ([48], th. 4.6) que le
type d’homotopie de A ne dépend pas du choix de X’ ; il étend ainsi un théoreme
de Stepanov ([44]) qui aboutissait & la méme conclusion, mais en supposant k
de caractéristique nulle et Y propre. La preuve de Thuillier consiste a munir k
de la valeur absolue triviale, a associer au couple (X, Y) un espace de Berkovich
sur k, et a montrer que ce dernier se rétracte sur I'un de ses fermés homémomorphe

N

a A; il utilise ses résultats déja mentionnés sur les variétés toriques, en se fondant
sur le fait que sur un corps parfait, I'immersion du complémentaire d'un diviseur
a croisements normaux stricts est toroidale.
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