MATHEMATIQUES

« Théoreme d’Archiméde-Gromov »
pour l'espace hyperbolique

N. Bergeron (Université Paris-Sud, Orsay)

0. Quelques définitions

Un plongement 1-lispschitzien d’un espace métrique (X, dx) dans un autre
(Y, dy) est un plongement pour lequel la métrique intrinséque (dx) de espace
plongé (X) est minorée par la restriction de la métrique ambiante ((dy)|x)-

C’est le cas lorsque X C Y et dx est la métrique par chemin sur X
obtenue & partir de la métrique dy. Les liens entre ces métriques intéressent
les géométres depuis Gauss et son célébre Theorema Egregium. Plus générale-
ment, la régularité lipschtizienne a pris une grande importance en géométrie
notamment sous 'influence des travaux de Gromov (quasi-isométries, influence
de la dilatation sur I’homotopie, plongements uniformes de groupes de type
fini dans un Hilbert...). Plus simplement, les applications 1-lipschitziennes
permettent d’apprécier la notion de courbure < 0. Ainsi, Alexandrov définit la
notion d’espace métrique X & courbure négative par la propriété suivante :

(K < 0) : Toute fonction 1-lipschitzienne f : {z1,x2,23} — X avec
{21,129, 23,24} C R? tel que d(x1,22) + d(w4,23) = d(22,73), s’étend en
une application 1-lipschtzienne {z1,x2,z3,24} — X.

Malgré des hypothéses assez faibles, ces objets sont riches et ’on peut tra-
vailler avec eux (cf. [BH]). Signalons l’exercice suivant tiré de [Gr2].

Exercice. — Soit X un espace métrique de courbure négative et soient
Z1, T2, 23 les sommets d'un triangle géodésique A dans X. Alors, toute iso-
métrie f : {y1,92,y3}(C R?) — X telle que f(y;) = x; pour i = 1,2,3, se
prolonge en une application 1-lipschitzienne de T, le triangle de R? de sommets
Y1, Y2, Y3, dans X envoyant T sur A.

Un théoréme typique et classique d’extension d’applications lipschitziennes
est le théoréme suivant (cf. [Ki]).

Théoréme de Kirszbraun. — 5iS C R™ et f : § — R" est 1-lipschitzienne,
alors f admet une extension 1-lipschitzienne g : R™ — R™,

Dans un court article [Grl|, Gromov réduit la démonstration du théoréme
de Kirszbraun a la « décroissance du volume de l'intersection des boules ».
Rappelons ce que cela signifie. Considérons des points z; € R", pour ¢ =
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6 N. BERGERON

1,...,k. Soient B(x;,7;) C R™ les boules autour de ces points et de rayons
fixés r; > 0. On introduit

Vizi,ri) = Vol(mB(xi,ri))

Suivant M. Gromov, on appelle « théoréme d’Archiméde-Gromov » le théoréme
suivant [Grl].

« Théoréme d’Archiméde-Gromov »

0.Euc Théoréme. — Si k < n+ 1 alors la fonction V' est monotone dé-
croissante en dij = ||v; — x|, i.e. si des k-uplets x; et x} vérifient di; > d;,
alors

V(xi,ri) < V().

Selon Gromov [Grl] : « It is likely that 0.Euc extends to the hyperbolic space
with curvature = —1.» Le but de cette courte note est d’adapter la démonstra-
tion de Gromov de 0.Euc au cas de I’espace hyperbolique et de confirmer ainsi
la remarque ci-dessus. Rappelons que ’espace hyperbolique de dimension n est
lunique (a isométrie prés) variété riemannienne compléte, orientée, simplement
connexe et de courbure sectionnelle constante égale & —1. Nous le noterons H".
On se placera dans le modéle de I'hyperboloide : soit R1"™ I’espace R"*! munit
du produit Lorentzien

Toy=—T1y1 +T2Y2 + -+ Tny1Ynt1-
L’espace H" s’identifie au sous-espace
{zeRY |zox=—1etx; >0}

de RY™ muni de la métrique d définit par coshd(z,y) = —xoy. L’espace H" est
naturellement équippé d’un élément de volume (c’est une variété riemanienne

cf. [Rat]) qui dans les coordonnées y1, %2, - . ., Ynr1 de RM™ est donné par
dyz - dyni1
I+ + 120
Considérons maintenant des points z; € H", pour ¢ = 1,. .., k. Soit By (z;,r;) C

H™ les boules (pour la métrique hyperbolique d) autour de ces points et de
rayons fixés r; > 0. On introduit

Vi(xi,ri) = Vol(ﬂBh(xi,riD,

ou l'on a prit le volume hyperbolique. Dans la suite, on démontre le « théoréme
d’Archimeéde-Gromov » pour l’espace hyperbolique, autrement dit on démontre
le théoréme suivant.
0.Hyp Théoréme. — Si k < n+ 1 alors la fonction Vi, est monotone dé-
croissante en d;j = d(x;,x;), i.e. si des k-uplets x; et x, vérifient d;; > d;j,
alors

Vi(xi, i) < Vi(ah, ri).
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« THEOREME D’ARCHIMEDE-GROMOV » POUR L’ESPACE HYPERBOLIQUE 7

1. Lemmes

Comme dans la démonstration de [Grl], la preuve de 0.Hyp résultera d’une
version sphérique de 0.Hyp. Le fait que I'espace soit hyperbolique et non eucli-
dien n’intervient que dans la preuve du lemme 1.B ci-dessus. On peut donc en
premiére lecture penser au cas euclidien (la preuve est alors celle de [Grl]).
Considérons la sphére S}?*l(r) C H" de rayon r autour de lorigine u =
(1,0,...,0) (dans le modéle de ’hyperboloide). La métrique riemannienne de
H"™ induit sur chacune de ces sphéres une métrique riemannienne et donc une
forme volume. Pour cette forme volume, on considére :

Vo1 (zi, 1,m) = Vol(S}?*l(r) N, Bn(xi, 7‘2)>

l.a Lemme. — Si k < n et que des k-uplets de points x; et z; dans H"

vérifient d(u, x;) = d(u,x}) pouri=1,....k et dij > dj;, alors

Vi1 (i, i, 1) < Voo (@), ri,7)
pour tout r = 0 et r; = 0.

1.2’ Remarque. — Le cas le plus important de 1.a est celui ou d(u,z;) =
d(u,z}) = r qui donne une version sphérique de 0.Hyp. De plus, puisque la
géométrie de S;' ' (r) converge vers celle de H" 1, la version sphérique de 0.Hyp
implique 0.Hyp. Autrement dit le lemme 1.a implique le théoréme 0.Hyp. Enfin,
remarquons que réciproquement, 1.A découle de la version sphérique de 0.Hyp
appliquée a la projection radial z; de x; sur 5271(7‘) et au rayon 7; tel que

Bu(%4,7) 0 SE7Y(r) = B (i, ) N SFL(r).

Pour montrer 1.a, nous aurons besoin du lemme suivant.

1.b Lemme. — Si k < n et que des k-uplets de points x; et z; de H"™ vérifient
d(u,z;) = d(u,x;) pour i = 1,....k et dij > d};, alors il existe une famille
continue de k-uplets zt telle que

(1) 2% =z; et x} = ;
(2) les fonctions t — d(u,xt) sont constantes;

(3) les applications t +— df; sont décroissantes.

2. Démonstration de 1.a

Supposons, par récurrence, que l.a est vrai pour un certain k et n — 1. On
va démontrer 1.a pour les (k + 1)-uplets dans S?(r) C R™*!. Notons z; et z/
pour i = 0,1,...,k deux (k + 1)-uplets vérifiant les hypothéses du lemme 1.a
Par hypothése de récurrence, on peut supposer que les x; sont distincts et que
xo = z(. D’apreés laremarque 1.a’, on peut supposer que d(u, z;)(= d(u, z})) = r
pour tout ¢ = 0,1,...,k. Le lemme 1.b affirme alors qu’il existe une famille
continue de (k + 1)-uplets } dans Sj'(r) allant de z; & x] et telle que d}; soit
décroissante en t. Mais k+ 1 < n+ 1 et donc toute homotopie monotone (pour
dfj) peut étre approchée par une autre homotopie monotone (au sens large)

v v+1

et qui, sur tout sous-segment de [0,1] de la forme [§, %~] (pour un certain

N dépendant de la précision de 'approximation), a tous les dfj constants en
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8 N. BERGERON

t sauf un. (On peut remarquer que, dans la démonstration du lemme 1.B, la
condition d’étre une matrice symétrique positive de rang r est une condition
ouverte dans ’espace des matrices symétriques de rang r.) Pour montrer le

lemme 1.a, il nous suffit de le montrer pour les (k + 1)-uplets z! et xf pour
t=fFett = %1 et pour v = 1,..., N. En particulier, quitte a réindexer les z;

et les 2, on s’est ramené a prouver le lemme 1.a sous 'hypothése additionnelle :
(1) d(z;,x0) = d(x},x0) pour tout i = 1,..., k.

L’intersection a considérer est

k T0 k

Sit(r) N Br(wo, ro) () Bu(i,rs) = [ J (S (r) N Si(wo, 1)) () Bulai, r:)-

i=1 t=0 i=1

Mais l'intersection S}’ (r) NSy (2o, t) est une sphére hyperbolique et 'hypothése
de récurrence implique (sous ’hypothése (1))

k
Vol ((S5() N S (@0, 1) ) Bulaior) <
k
Vol ((S7:(r) N 87 (w0, 1) () Ba(im))

i=1

La démonstration du lemme 1.a découle alors d’une simple intégration par
rapport a t.

3. Démonstration de 1.b

Soient z; et z/ deux k-uplets comme dans I’énoncé du lemme 1.b Notons
pi = d(u,z;) = d(u,z}). A chaque point z; (resp. x}), on associe un vecteur
v; € R* = {0} x R® C RY™ (‘resp. v/ € R™) de norme (euclidienne) 1 tel que
la courbe (géodésique)

a;(t) = cosh(t)u + sinh(t)v;

(resp. a;(t) = cosh(t)u + sinh(t)v})
dans H" passe par u et z; (resp. x}). En particulier, on a x; = «a;(p;) (resp.
x, = a4 (pi)). On a donc :
cosh(d;;) = cosh(p;) cosh(p;) — sinh(p;) sinh(p;) < v;,v; >

et

cosh(d;;) = cosh(p;) cosh(p;) — sinh(p;) sinh(p;) < v}, v}

J>’

ou <,> désigne le produit scalaire usuel de R™. On va avoir besoin du fait
suivant qui découle trivialement du théoréme de Sylvester.
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« THEOREME D’ARCHIMEDE-GROMOV » POUR L’ESPACE HYPERBOLIQUE 9

Fait. — Soit k¥ < n. Soit v; (i = 1,...,k) un k-uplet de vecteurs de norme
1 dans R™. Alors, la matrice (< v;,v; >);; est une matrice symétrique k x k,
semi-définie positive et avec que des 1 sur la diagonale. Réciproquement, si M
est une matrice symétrique k x k, semi-définie positive et avec que des 1 sur
la diagonale, alors il existe k vecteurs vy, ...,v;r de R™ de norme 1 tels que
M = (< Vi, Uj >)i,j~

Les matrices (1 —#)(< v;,v; >);5 + t(< vj, v} >); ; sont symétriques, semi-
définies positives et avec que des 1 sur la diagonale. Donc d’aprés le fait pré-
cédent, cette famille représente un chemin v! dans l'espace des k-uplets de
vecteurs de norme 1 dans R™. On en déduit 'existence d’une famille continue

xt = cosh(p;)u + sinh(p;)v! de k-uplets de points dans H" telle que :
(1) 20 =z, et 2} =2l
(2) lapplication t — d(u, z}) est constante égale a p; ;
3) lapplication t — d(z!, z') est décroissante.
iy

Ce qui achéve la démonstration de 1.B.

4. Corollaires

Comme dans [Grl], on peut tirer les conséquences suivantes du théoréme
0.Hyp.

4.a. Lemme d’intersection de Kirszbraun hyperbolique. — Si z; et
x} sont deux k-uplets de H"™ (maintenant pour un k quelconque) qui vérifient

dij > d;j, alors

(\Bu(wi,ri) # @ = (| Bulat,ri) # 2.

Démonstration. On applique 0.Hyp aux boules autour de z; et a} dans espace
H™ > H", pour m =max(n,k — 1).

4.b. Théoréme de Kirszbraun hyperbolique. — Si S C H™ et f: S —
H" est 1-lipschitzienne, alors f admet une extension 1-lipschitzienne g : H™ —
H™.

Démonstration. En appliquant le lemme de Zorn, on obtient une extension
maximale 1-lipschitzienne g : T — H"™ de f. Soit £ € H™ — T. Puisque g est
maximale, il n’existe pas d’élément n € H"™ tel que

|n —g(z)| < |€ — z| pour tout z € T.

Autrement dit,
) Bulg(x), |z —¢|) = 2.
zeT

Comme les boules de I'espace hyperbolique sont compactes, il existe un sous-
ensemble fini F' C T tel que

) Bulg(a), |z — &) = @.

zeF
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10 N. BERGERON

5. Commentaires

Selon Gromov [Grl], auteur de 0.Euc pourrait-étre Archiméde, bien str un
tel énoncé est absent de ses ceuvres. Mais, comme me I’a fait remarqué Thomé,
Archiméde aurait en tout cas facilement pu obtenir une preuve expérimentale
de 0.Euc en jouant avec des balles (un peu tronquées) lors de son célébre bain.
La preuve de 0.Hyp que l'on a proposée est en tout point identique a celle de
Gromov de 0.Euc, la seule (et trés légére) modification est notre preuve du
lemme 1.b qui permet le passage au cas hyperbolique. Les corollaires 4.a et 4.b
étaient déja connus (cf. [Va]). De plus, dans le contexte bien plus général des es-
paces singuliers, Lang et Schroeder [LS] ont étendus le théoréme de Kirszbraun
dans le but d’étudier les quasi-plats dans les espaces singuliers.
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L’effet papillon n’existe plus!

Raoul Robert
(CNRS UMR 5582, Institut Fourier, Saint Martin d’Heéres)

Ce texte correspond a une conférence faite aux journées Rhones-Alpes de
L’Académie des Sciences en novembre 2000.

Nous savons tous qu’il est difficile de prévoir le temps. On peut avancer
plusieurs explications possibles de ce fait.

(1) C’est parce que notre compréhension des phénoménes météorologiques
et nos modéles de circulation atmosphérique sont imparfaits.

(2) Nos modéles sont satisfaisants mais leur mise en oeuvre effective est
encore trop rudimentaire : réseau d’observation trop lache, puissance de calcul
insuffisante...

(3) I y a un obstacle théorique fondamental : le systéme dynamique qui
régit cette évolution est impropre & une prédiction au dela d’un temps court.

Depuis les années soixante c¢’est Uexplication 3) qui l’a emporté sous le nom
« d’effet papillon ». Je vais simplement livrer ici les quelques réflexions qui
m’ont amené & penser différemment.

I. Introduction

La naissance de Ueffet papillon

En 1962, alors qu’il étudiait un modéle extrémement simplifié de convection
atmosphérique, le météorologiste E.N. Lorenz découvrit, grace a la simulation
numérique, qu’un systéme trés simple de trois équations différentielles avec une
non linéarité quadratique peut avoir des solutions surprenantes, présentant de
I'instabilité exponentielle par rapport aux conditions initiales et un comporte-
ment & long terme non périodique ou les trajectoires s’enroulent autour d’un
ensemble & géométrie compliquée. Lorenz s’attaqua ensuite au probléme de la
circulation atmosphérique a grande échelle (i.e. vu de loin; 'atmosphére ap-
parait alors comme une mince pellicule de gaz entourant la sphére terrestre).
Il considéra qu’il s’agissait en premiére approximation d’étudier le mouvement
d’un fluide parfait incompressible & deux dimensions (parfait signifie sans vis-
cosité; en effet a grande échelle la viscosité moléculaire du gaz joue un roéle
tout a fait négligeable). Ici encore, pour simplifier les calculs, il utilisa une ap-
proximation grossiére ne comportant qu'un petit nombre de degrés de liberté
(quelques dizaines). A nouveau Lorenz retrouva sur ce systéme le phénoméne
de sensibilité exponentielle par rapport aux données initiales. Il pensa alors
que si Pavenir était aussi difficile a prédire avec un petit nombre de degrés
de liberté, la situation ne pourrait qu’empirer avec un modéle plus réaliste de
I’atmosphére, dont le nombre de degrés de liberté serait alors véritablement
gigantesque. Remarquons ici que le modéle du fluide parfait incompressible est
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12 R. ROBERT

une idéalisation mathématique qui comporte un nombre infini de degrés de li-
bertés (la réalité physique que ce modéle représente en a elle un nombre trés
grand mais fini). Lorenz retrouvait sur ces exemples le phénomeéne de sensibilité
exponentielle par rapport & la condition initiale, phénoméne déja constaté par
Poincaré sur le probléme des trois corps et Hadamard sur les géodésiques des
surfaces & courbure négative. Il n’y avait 1a rien de fondamentalement neuf, son
apport original fut la conséquence qu’il en tira quant & I'imprédictibilité des
écoulements atmosphériques.

Un contradicteur de Lorenz lui fit remarquer que si le mouvement de ’atmo-
sphére était aussi instable qu’il le prétendait, il suffirait d’un battement d’aile
d’une mouette pour changer irrémédiablement son évolution. Lorenz soutint
que c’était bien le cas et que de plus ce changement se produirait en deux se-
maines environ. De cette polémique (la mouette se métamorphosant au passage
en papillon) naquit « Ueffet papillon » : & savoir qu’un événement impondérable
comme le battement des ailes d’un papillon en un point du globe est une per-
turbation suffisante pour déclencher deux semaines plus tard une tornade en
un point éloigné. Evidemment, comme on ne peut connaitre I’état de tous les
papillons & un instant donné, cela implique que la prédiction de I'état de I'at-
mosphére au deld de quinze jours est impossible.

Peu de temps aprés, en 1966, paraissait aux Annales de I'Institut Fourier
un article de V.I. Arnold intitulé « Sur la géométrie différentielle des groupes
de Lie de dimension infinie et ses applications a I’hydrodynamique des fluides
parfaits ». Dans cet article, Arnold expose une vision géométrique du mouve-
ment du fluide parfait : nonobstant les avatars liés & la dimension infinie du
probléme, on peut voir le mouvement du fluide parfait comme un flot géodé-
sique sur une variété riemannienne et le fait que ’espace des configurations
soit & peu de choses prés un groupe de Lie permet & Arnold de calculer la
courbure sectionnelle dans des plans, le calcul peut étre complétement expli-
cité dans le cas d’écoulements sur le tore de dimension deux, et on s’apercoit
alors qu’ il y a « beaucoup » de sections qui donnent une courbure strictement
négative. Un lien est donc établi entre le mouvement du fluide parfait et les
géodésiques instables étudiées par Hadamard a la fin du siécle dernier. Arnold
en déduit que I’écoulement atmosphérique, qui est en premiére approximation
I’écoulement d’un fluide parfait incompressible bidimensionnel, est fondamenta-
lement instable et présente la propriété de sensibilité exponentielle par rapport
aux conditions initiales. Les considérations d’Arnold semblent donc conforter
I'image suggérée par Lorenz. Et l'effet papillon connait un beau succés média-
tique. ..

Le doute s’installe

Les décennies suivantes ont été marquées par des efforts considérables pour
améliorer la prévision météorologique. Les météorologistes ont notamment étu-
dié comment, dans leurs modéles, se propageait une erreur initiale; ils ont
constaté que, passé une courte période de un a deux jours (période pendant
laquelle le systéme a un comportement voisin d’un systéme linéaire), la crois-
sance des perturbations n’est pas exponentielle comme ’avait prédit Lorenz
mais grosso modo proportionnelle au temps [5]. Ceci améne a une réflexion
critique sur 'image du papillon employée par Lorenz : a savoir qu'une petite
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perturbation locale de 'atmosphére, va de proche en proche, par interaction non
linéaire, affecter des échelles spatiales de plus en plus grandes pour finalement
provoquer des changements a grande échelle. Cette image a été abondamment
reprise, tant par des journalistes que par des scientifiques. Mais ce processus
existe-il vraiment 7

Le retour de Boltzmann

Un autre fait s’est progressivement imposé durant ces derniéres décennies, a
savoir la reconnaissance d’une différence fondamentale entre les écoulements
turbulents 4 deux ou trois dimensions. A deux dimensions les écoulements
forment spontanément des structures a grande échelle que ’'on nomme struc-
tures cohérentes (comme les grands tourbillons cycloniques ou anticycloniques
qui parcourent notre atmosphére terrestre). Et ceci bien qu’a petite échelle
I’écoulement puisse apparaitre comme tout a fait « chaotique ». L’apparition
de telles structures et leur persistance au sein d’un environnement pleinement
turbulent a longtemps intrigué les géophysiciens. Comme ’a suggéré Onsager
en 1949 [8] I'explication de ce phénomene est de nature statistique, pour le com-
prendre il faut étendre au fluide parfait la mécanique statistique de Boltzmann.
Le propre des systémes dynamiques qui modélisent la circulation atmosphérique
est d’avoir un nombre considérable de degrés de liberté (comparable au nombre
d’Avogadro). Il semble aller de soi pour Lorenz et ceux qui ont repris I’ image du
papillon & leur compte que ce qui est valable pour trois degrés de liberté le sera
a fortiori pour un grand nombre car la situation n’en sera que plus compliquée
et donc plus imprédictible. La mécanique statistique suggeére, elle, une vision
différente. Les systémes & un trés grand nombre de degrés de liberté sont assez
semblables & un gaz formé de beaucoup de molécules et pour de tels systémes
la mécanique statistique distingue deux types de quantités observables : les ob-
servables microscopiques (comme par exemple les trajectoires individuelles des
molécules) et les observables macroscopiques qui s’expriment par des moyennes
statistiques, comme la densité ou la pression. Les observables microscopiques
sont imprédictibles alors qu’au contraire les observables macroscopiques sont
généralement prédictibles. Dans le cadre de cette analogie, prédire le mouve-
ment & grande échelle des masses d’air est de nature macroscopique alors que
la description locale du chaos turbulent est de nature microscopique. Notre pa-
pillon qui va sans doute modifier localement le chaos turbulent & petite échelle,
peut-il avoir un effet sensible sur 'objet macroscopique qu’est une structure
cohérente ?

En fait, une étude détaillée de la formation des structures cohérentes montre
que c’est justement le chaos turbulent a petite échelle qui crée le mélange local
de la fonction tourbillon. C’est 14 le mécanisme générateur de ces structures
organisées, mécanisme tout & fait analogue & la relaxation rapide imaginée
par les astrophysiciens pour expliquer la formation des galaxies [4]. Or ce chaos
turbulent & petite échelle est, comme nous essayerons de le montrer, bien décrit
par les calculs d’Arnold. Pour résumer, c’est I'imprédictibilité du mouvement
A petite échelle qui va assurer la convergence du systéme vers des structures
organisées et donc le rendre éventuellement prédictible & grande échelle sur des
temps longs.
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Nous donnons dans les pages qui suivent quelques considérations théoriques
qui, alliées & des résultats de simulations numériques, nous paraissent de nature
4 soutenir ce point de vue ainsi qu’a en cerner les limites.

II. Qu’est-ce que prédire le mouvement d’un fluide ?

La turbulence, mouvement complexe et désordonné d’un fluide, apparait
dans presque tous les écoulements que 1’on observe a I’échelle humaine. C’est le
cas de tous les écoulements ou ’effet non linéaire domine le frottement visqueux
(quand le frottement visqueux prédomine I’écoulement prend un aspect plus or-
donné, on dit qu'’il est laminaire). Nous nous intéressons ici aux écoulements
atmosphériques dans lesquels le frottement visqueux est tout a fait négligeable,
et qui sont donc turbulents. Nous allons nous intéresser & une classe particuliére
d’écoulements turbulents, ceux & deux dimensions, c¢’est-a-dire quand 1’écoule-
ment a lieu dans un plan ou sur une surface. Ceci n’est pas une pure vue de
I’esprit mais une approximation souvent utilisée en pratique lorsque le fluide est
confiné dans une couche de faible épaisseur. Ainsi les mouvements de ’atmo-
sphére ou des océans, lorsque ’épaisseur des couches fluides est négligeable par
rapport aux échelles horizontales considérées, peuvent étre considérés comme
bidimensionnels. Lorsque la vitesse des particules fluides reste faible par rap-
port & la vitesse de propagation du son, on peut faire de plus I'approximation
que I’écoulement est incompressible (c¢’est le cas pour 'océan ou 'atmosphere).
la dynamique de I’écoulement est alors entiérement déterminée par la vorticité,
qui est le rotationnel de la vitesse. L’intérét de la vorticité provient du fait
qu’elle est inchangée pour chaque particule de fluide au cours de son mouve-
ment.

Pour la suite nous limiterons donc notre étude au cas d’'un fluide parfait
incompressible & deux dimensions occupant un domaine plan 2. Sous leur forme
la plus usuelle, les équations du mouvement (équations d’Euler) s’écrivent :

0 86_1: +(u-V)u=—-Vp, sur Q
divu=20

ot u(t,x) est le champ de vitesse du fluide, p(t,x) sa pression. A ces équa-
tions, il faut rajouter une condition limite pour la vitesse au bord du domaine
00 :u-n=0 (n désigne le vecteur normal unitaire sortant au bord du do-
maine). Et pour déterminer complétement le mouvement du fluide il nous fau-
dra en outre fixer une condition initiale ug(x).

11 est usuel et commode de prendre le rotationnel de I’équation ci-dessus afin
d’éliminer la pression qui est une fonction inconnue. En notant w = rotu la
fonction (scalaire) tourbillon, ou vorticité de I’écoulement, on obtient le nou-
veau systéme :

Ow

rotu =w, divu =0, u-n = 0 sur 9N
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Il se présente sous la forme d’une équation de transport (sur la premiére ligne)
couplée avec un systéme elliptique (sur la deuxiéme ligne). On peut montrer
que le mouvement est parfaitement déterminé si ’on se donne comme condition
initiale une fonction tourbillon mesurable bornée arbitraire wy(x) [11].

Décrire ainsi le mouvement d’un fluide au moyen du champ de vitesse u(t, x)
constitue ce qu’on appelle une description eulérienne. Mais on peut vouloir
aussi décrire le mouvement du fluide en suivant les trajectoires de toutes ses
particules. On adopte alors une description lagrangienne. Une telle description
correspond a la détermination d’une application ¢ de : R x Q dans Q telle
que @(t,x) représente la position a Uinstant ¢ de la particule qui était en x a
Iinstant initial ¢ = 0.

Le lien entre ces deux descriptions est évidemment donné par 1’équation
différentielle :

(III) {% =u(t, p(t,x)), p(0,x) = x.

Dans le cas ou le flot est régulier, on vérifie facilement que, pour tout t fixé,
les applications x — ¢(t,x) sont des diffsomorphismes de € qui préservent la
surface et I'orientation.

Tl est clair que si ’on suppose ¢(t,x) exactement connu, le champ de vitesse
u(t,x) est alors connu, il suffit de dériver ¢ par rapport au temps. Par contre,
si nous supposons u(t,x) connu, pour obtenir ¢, il faut intégrer I’équation
différentielle (III). Il se peut alors que la tache s’avére impossible, en pratique,
au deld d’un temps court , si le systéme dynamique (III) est sensible par rapport
a la condition initiale. Comme c’est précisément trés généralement le cas en
mécanique des fluides, on voit qu’il ne revient pas du tout au méme de parler
de prédiction en terme de ¢ ou de u.

En ce qui concerne la météorologie ot 'océanographie, prédire, en pratique,
ce n’est pas prédire ¢ mais u. La distinction est cruciale comme on va le voir.
En effet le météorologiste veut en premier lieu savoir quelle sera la vitesse et la
force du vent , la pression... en un lieu donné a un instant donné, et pas savoir
d’ou viennent les molécules qui constituent le vent (bien que cette question ne
soit pas non plus dénuée d’intérét).

III. Le calcul d’Arnold et 'imprédictibilité du flot lagrangien

Commengons par résumer briévement la contribution d’Arnold, renvoyant a
[1, 2] pour un exposé détaillé. Tout comme Arnold, afin d’éluder les sérieuses
difficultés d’analyse liées & la dimension infinie du probléme, nous procéderons
de fagon purement formelle.

On a vu que donner une description lagrangienne du mouvement, c¢’était
déterminer la fonction ¢(¢,x), chaque fonction ;(x) = (¢, x) étant un difféo-
morphisme de €2 préservant la mesure de surface et I'orientation (i.e. un élément
de SDiff ().

Autrement dit, un mouvement fluide est une courbe ¢t — ¢, tracée sur la
variété M = SDiff (2) (I'espace des configurations du systéme).
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A Tinstant t, la relation aa—f(t,x) = u(t, ¢(t,x)) indique que le champ de
vitesse u(t, p(x)) appartient a l’espace tangent en ¢, & M. L’espace tangent
en  a M est constitué des champs de vitesse v(¢(x)), ot v(x) est un champ de
vitesse sur Q tel que divv = 0 et v-n = 0 sur 0. Cet espace est naturellement
muni d’une norme associée a I’énergie cinétique % fQV(X)2dX, et donc M est
munie d’une structure riemannienne. Il est facile de vérifier que les mouvements
du fluide parfait correspondent aux courbes ; tracées sur M qui sont des points
critiques de l'intégrale d’action :

1 [t Jp 2

pour tous t1 <t (sous les contraintes p(t1,.) = @1, ¢(t2,.) = @2). En d’autres
termes, les mouvements du fluide parfait sont les géodésiques de la variété
riemannienne M.

L’intérét de ce cadre géométrique est de ramener, au moins formellement, les
mouvements du fluide parfait & des choses bien connues. En effet, on sait que
I’étude de la stabilité des géodésiques de la variété s’exprime en terme de cour-
bure au moyen de ’équation de Jacobi [2]. On établit notamment que si ¢ est
une géodésique partant de ¢g, de vecteur vitesse v(t) a I'instant t (supposé de
norme égale a 1), et si la courbure sectionnelle de la variété dans tous les plans
passant par v(t) est inférieure ou égale & —c (< 0), une perturbation de la condi-
tion initiale va croitre au moins comme exp(ct) : d(¢¢, 1) = d(po, Do) exp(ct)
ou Py désigne la condition initiale perturbée et d la distance géodésique sur la
variété. De plus si la courbure en tout point et dans toutes les sections est infé-
rieure ou égale & —c, et si la variété M est compacte, alors le « flot géodésique »,
c’est a dire le groupe a un paramétre de transformations (g, v(0)) — (¢, v(t))
est mélangeant au sens usuel de la théorie ergodique. Arnold a pu mener a bien
le calcul de la courbure sectionnelle dans le cas des écoulements sur le tore a
deux dimensions, il a montré que la courbure est négative pour « la plupart »
des sections, donnant ainsi une vision géométrique éclairante de I'instabilité des
flots lagrangiens. Ajoutons une derniére remarque importante, le calcul d’Ar-
nold fait apparaitre que 'instabilité exponentielle est d’autant plus grande que
les structures spatiales concernées sont petites.

IV. Les structures cohérentes de la turbulence
bidimensionnelle

Dans les écoulements turbulents bidimensionnels on observe un phénoméne
tout & fait remarquable : 1’écoulement a tendance a s’organiser en grandes
structures tourbillonnaires cependant qu’a petite échelle le mouvement est trés
chaotique (disons turbulent). Ces structures, qui peuvent étre formées d’un seul
tourbillon, de deux tourbillons accolés tournant en sens inverse, de trois...sont
bien connues et quotidiennement observées dans I’atmosphére terrestre ou elles
s’étendent généralement sur plusieurs milliers de kilométres : on les nomme
structures cohérentes. On peut voir ces grandes structures cycloniques ou anti-
cycloniques, que les nuages permettent de visualiser, sur les images prises par
les satellites. La grande tache rouge de Jupiter, gigantesque tourbillon d’environ
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20000 km de diamétre, formé dans une mince couche fluide a la surface de la
planéte, est un exemple particuliérement spectaculaire d’une telle structure. La
formation de ces structures cohérentes est une caractéristique des écoulements
a deux dimensions. Grace aux simulations numériques, le processus conduisant
a Dapparition des structures cohérentes est assez bien décrit. On voit sur les
équations (II) que la fonction tourbillon est transportée par le champ de vitesse
u. La déformation du champ de vitesse va donc étirer puis replier la vorticité
en des filaments de plus en plus fins.

Ce processus va produire une cascade (un transfert) de lenstrophie
( fQ w? dx) vers les petites échelles spatiales, en méme temps que l’énergie
va se concentrer dans les grandes échelles, donnant naissance aux structures
cohérentes. Ce processus est tout a fait analogue a celui de la relaxation
rapide décrit par Hénon, King et Lynden-Bell pour expliquer la formation des
galaxies [4]. Il apparait clairement que la convergence du flot & grande échelle
vers une structure organisée est intimement liée aux oscillations « chaotiques »
de la vorticité a petite échelle. Comme la vorticité est transportée par le flot
lagrangien ¢(t,x), ’émergence des structures cohérentes semble donc liée au
caractére « chaotique » de ce flot. Bien qu’en apparence paradoxale, cette
affirmation peut se comprendre facilement & ’aide d’un modéle trés simple.

Un modéle simplifié

Supposons donné un flot lagrangien (¢, x) sur Q, tel que pour tout ¢, oy
soit un homéomorphisme de 2 qui conserve la mesure de surface et supposons
que ¢ soit mélangeant au sens usuel de la théorie ergodique, i.e., :

Jim |pr(4) N Bl = |4 |B],

pour tous A, B sous ensembles mesurables de Q, |A| désignant la surface de
A. ¢ étant fixé, on définit un systéme dynamique de la fagon suivante. On
se donne comme condition initiale une fonction mesurable bornée quelconque
wo(x), et on définit : w(t,x) = w(p; '(x)) (i.e. w est simplement transportée
par ;). u(t,x) est ensuite défini par :

(IV) rotu=w, divu=0,u-n=0sur 9Q

Notre systéme est une sorte d’équation d’FEuler altérée, ot on a cassé la relation
entre ¢ et u, mais qui conserve la propriété de faire osciller la vorticité dans
des échelles spatiales de plus en plus petites.

Propriétés du modéle

Notons wy = o(x) dx, la valeur moyenne de la vorticité initiale. A

1
— [w
€2 &
cause du caractére mélangeant de @y, on vérifie facilement que :

w(t,x) —— Wy, au sens faible,
(t—o0)
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i.e. [qw(t,x)0(x)dx — [,Wo0(x)dx pour toute fonction continue § sur Q.
Il découle alors de la relation (IV), par un argument standard de compacité,
que :

/ lu(t,x) — T (t,x)|* dx — 0, quand t — oo
Q

ou Uy est défini par rotdg = wp, diviag = 0,0y - n = 0 sur 91 .

On voit donc sur ce modéle que le comportement mélangeant de ¢ implique la
convergence forte en énergie de u(t, x) vers Uy. Si, par exemple, Q est un disque,
lorsque t — o0, le mouvement va s’organiser en un mouvement de rotation
solide. Bien que plus complexe, la situation est similaire pour les équations
d’Euler. En effet, on obtient les équations d’Euler en rajoutant la relation

dp

a(t,x) = u(t,¢(t,x)) dans le modéle ci-dessus. Bien sir le flot ¢(t,x) ne

peut plus alors étre mélangeant, & cause de la conservation de 1’énergie; il
conserve néanmoins un caractére « chaotique » comme le montrent les calculs
d’Arnold et les simulations numériques.

Ainsi lapparition des structures cohérentes est liée au caractére chaotique
du flot lagrangien. On peut dire que, pour les équations d’Euler comme pour
le modéle simplifié, c’est 'imprédicibilité du flot lagrangien qui rend le champ
de vitesses (éventuellement) prédictible sur des temps longs.

En conclusion, les considérations ci-dessus suggérent que, pour la turbulence
bidimensionnelle, le phénoméne de sensibilité par rapport a la condition initiale
doit disparaitre et la prédiction & long terme devenir possible si I’on s’en tient
a une description du mouvement au moyen du champ de vitesse u(t, x). Cest
cette hypothése que nous examinerons dans le paragraphe suivant.

Remarque

Le mécanisme de la relaxation rapide décrit ci-dessus est typiquement lié
a la dimension infinie du probléme. En effet, la vorticité oscille & des échelles
spatiales de plus en plus petites, ce qui implique un nombre infini de degrés
de liberté. Il faut donc s’attendre, lorsque pour les nécessités de la simulation
numérique, on va approximer notre systéme par un systéme tronqué a D degrés
de liberté, a observer des comportements différents suivant que D est petit ou
grand. Ce point sera étudié au paragraphe suivant.

V. Simulations numériques

Nous avons choisi de tester les considérations théoriques des paragraphes
précédents sur un exemple classique : la formation d’une structure cohérente
tripolaire. De telles structures, formées de trois tourbillons accolés, un tour-
billon central tournant dans un sens et deux tourbillons latéraux tournant en
sens opposé, le tout animé d’un mouvement de rotation uniforme, peuvent étre
observées dans ’atmosphére et les océans ou étre obtenues en laboratoire ou
méme encore plus simplement par simulation numérique [3|. Nous avons choisi
cet exemple & dessein car c’est & la fois une structure cohérente bien identi-
fiable mais qui peut facilement, en faisant varier la condition initiale, se casser
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en deux dipoles, ce qui permet, en partant d’une condition initiale bien choisie,
d’obtenir des effets intéressants du point de vue de I’étude de la sensibilité.
Description des expériences de simulation

Comme il est usuel de le faire, on va approximer I’écoulement du fluide par-

tite zone d’un (comparativement) grand domaine périodique. 2 =0, 27[x]0, 27]
La fonction vorticité initiale est définie comme suit :

(71 —m)* (w2 —n)°

wo(x) = a; dans Dellipse 3 5
To 1

<1,
wo(x) = ag dans la couronne 73 < (w1 — )2 + (22 — )% <

r3,
wo(x) = 0 ailleurs.

A cause de la périodicité de 1’écoulement dans les deux directions, la valeur
moyenne de wq sur {2 doit étre nulle, de sorte que les parameétres a1, as, 79, 71,
ro, T3 doivent vérifier a; ror1 = as (r% — 7‘%) Dans ce qui suit nous prendrons :
as = 2w, 19 = 0.5, 71 = 0.3, ro = 0.65, r3 variable. Ainsi wy est une tache
elliptique de vorticité négative entourée d’une couronne de vorticité positive.

Pour les besoins du calcul numérique, on introduit une petite viscosité v,
et on résout numériquement d’une fagon classique les équations de Navier-
Stokes avec des conditions de périodicité au bord (les dérivées spatiales sont
évaluées par une méthode pseudo-spectrale, et la discrétisation en temps utilise
un schéma d’Adams-Bashforth d’ordre trois).

Premiére expérience, formation d’une structure tripdlaire

Cette premiére expérience consiste a observer la formation de la structure
tripolaire.
— Paramétres numériques.

(i) Résolution spatiale : la plus grande résolution possible est bien sur souhai-
table pour pouvoir atteindre des viscosités faibles et traiter correctement la
condition initiale discontinue. On prendra une grille de 256 x 256 points, ce
qui nous permettra d’approcher la limite inertielle avec un temps de calcul
raisonnable.

(ii) viscosité : on prendra v, = 1/2000, ce qui est la plus petite viscosité com-
patible avec notre choix de résolution.

(iii) Pas de temps : At = 0.001.

— Le résultat.

On prend r3 = 1. Le flot simulé est décrit sur la figure 1 :1’évolution du flot est
représentée par les lignes de niveaux de la fonction tourbillon & différents ins-
tants. La condition initiale n’étant pas une solution stationnaire des équations,
elle évolue immédiatement en un mouvement turbulent qui mélange les niveaux
de vorticité 0, aq, as. Aprés ce processus de mélange le systéme converge (en
quelques dizaines de temps de retournement) vers un état quasi-stationnaire
formé d’une structure tripolaire qui n’évolue plus que par une lente diffusion
visqueuse. Dans ’état final le systéme a atteint une configuration stationnaire
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t=4 t=12

Fi1G. 1. Formation d’une structure cohérente tripolaire. L’évo-
lution est simulée avec un grand nombre de variables (256 x
256). On représente a différents instants les valeurs de la vor-
ticité en chaque point, les valeurs sont indiquées par différents
niveaux de gris. L’état initial est choisi de fagon a ce que le
systéme évolue rapidement vers une structure cohérente : il
est constitué d’une ellipse ot la vorticité est négative entourée
d’une couronne ou la vorticité est positive. Au début, la cou-
ronne se déforme et s’enroule de maniére complexe autour de
Pellipse. Progressivement un systéme formé de trois tourbillons
se constitue, puis se stabilise en une structure formée d’un
tourbillon central entouré de deux tourbillons accolés tournant
en sens inverse, le tout animé d’un mouvement de rotation uni-
forme. On n’aboutit donc pas & une évolution chaotique mais
4 une structure cohérente stable.

dans un repére en rotation uniforme. Si on diminue progressivement 3, le méme
scénario se reproduit jusqu’a une valeur critique, approximativement égale a
0.9325, au dessous de laquelle le systéme ne donne plus un tripdle mais se scinde
en deux dipoles (voir figure 2).
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Lom
L1223

- t=0 t=4

-z

t=6 t=10

Fic. 2. En changeant 1’état initial (couronne plus mince),
on observe une organisation différente : le tourbillon central
s’étire, puis le systéme se scinde en deux dipoles qui s’éloignent
I'un de l'autre & vitesse constante.

Deuziéeme expérience, effet d’une perturbation de la condition
initiale

La perturbation de la vorticité initiale (cas r3 = 1) est prise suivant le vecteur
propre correspondant & la plus grande valeur propre de l'opérateur linéarisé.
La norme de ’énergie de la perturbation est prise égale & 1% de la norme de
la condition initiale.

— Le résultat.

A T’ceil nu on ne voit pas de différence notable avec le résultat non perturbé
(figure 1) (nous ne donnons pas les figures). Si 'on observait le flot a plus
petite échelle on verrait des modifications au niveau des petites structures,
mais ’écoulement & grande échelle n’apparait pas affecté par la perturbation.
Tragons maintenant la courbe donnant 1’évolution de I’erreur relative en norme
de lénergie en fonction du temps (figure 3) :

o ((L1u%) — w60 dx 12
(t)_< TTu(t %) dx ) !
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Fi1G. 3. Trois courbes de sensibilité correspondant & trois si-
tuations distinctes : formation d’un tripole (en rouge), forma-
tion de deux dipdles (en vert), voisinage d’une bifurcation (en
bleu). On notera la distinction trés nette entre ces trois ré-
gimes.

ol u,(t,x) est la solution perturbée. On constate une phase de croissance ex-
ponentielle de e(t) qui est assez bréve (de 'ordre de quelques temps de retour-

nement de la structure), puis de faibles oscillations et e(t) se stabilise & une
valeur proche de 0.04.

— Le cas 3 = 0.8. Ici non plus il n’y a aucun effet visible a I’oeil nu, on ob-

serve toujours la formation de nos paires de tourbillons. En revanche, passé une
courte période ou elle se superpose & la précédente, la norme en énergie de la
perturbation & une croissance linéaire tout a fait caractéristique ( figure 3).

— Le cas du rayon critique r3 = r. = 0.9325.

Dans ce cas le systéme non perturbé va former une structure tripolaire alors
que le systéme perturbé va donner naissance & deux dipoles. La courbe d’erreur
(voir figure 3) montre clairement le phénoméne de sensibilité exponentielle au
moment de la séparation en deux dipoles.

Troisiéme expérience, on change le nombre de degrés de liberté

On fait exactement le méme calcul que dans la premiére expérience (rs = 1),
le seul paramétre changé étant le nombre de degrés de liberté D.
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— Les résultats.

Cette fois, pour D = 16 x 16, on n’observe plus la formation d’une structure et
les oscillations « chaotiques » de la vorticité gagnent toute la boite périodique.
On constate maintenant que 'effet de la perturbation initiale gagne progressi-
vement toutes les échelles de I’écoulement. Ceci apparait trés clairement sur la
courbe d’erreur (figure 4), ot ’on voit que, contrairement au cas D = 256 x 256,
Ierreur ne reste pas bloquée a une valeur faible.
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F1G. 4. Variation de la sensibilité suivant le nombre de degrés
de liberté. En diminuant le nombre de degrés de liberté, on
retrouve les observations de Lorenz.
Remarque
Pour D = 16 x 16, I’équation que l'on résout numériquement (ou on a

gardé v. = 1/2000) n’est plus une approximation raisonnable des équations
de Navier-Stokes. C’est sans importance puisque nous testons le changement
de comportement du systéme dynamique avec le nombre de degrés de liberté
et non son adéquation en tant que modéle du mouvement fluide, adéquation
qui n’apparait que pour D grand.

Commentaires sur ces expériences

La deuxiéme expérience montre que lorsque le nombre de degrés de liberté
du systéme est grand le phénoméne de sensibilité par rapport a la condition
initiale disparait. Bien que le systéme soit trés instable, la perturbation affecte
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essentiellement les petites échelles et n’a que peu d’influence sur le compor-
tement & grande échelle du systéme. La sensibilité par rapport a la condition
initiale peut se manifester cependant lorsqu’on se place au départ sur une « sé-
paratrice » entre deux possibilités d’évolution « macroscopiques » différentes.
Le systéme peut basculer soit vers une structure cohérente, soit vers une autre.
Le systéme va alors changer de comportement & grande échelle parce qu’il est
en fait au voisinage d’une transition de phase et qu’'une petite perturbation des
invariants (énergie, enstrophie...) peut changer son état d’équilibre statistique
[10].

VI. Sur la prédictibilité des écoulements atmosphériques

L’étude de sensibilité aux conditions initiales présentée ci-dessus porte sur un
processus d’auto-organisation particulier ; bien qu’il n’épuise pas a lui seul tous
les comportements possibles des écoulement bidimensionnels, il est représentatif
de ce que I’on observe dans la circulation atmosphérique, formée de structures
cohérentes qui se déplacent autour de la planéte et interagissent. D’autres si-
mulations numériques font apparaitre le méme comportement : 1’énergie de
la perturbation est le plus souvent stationnaire ou & croissance linéaire, trés
rarement exponentielle.

En conclusion, nous pensons que I'image, suggérée par 'effet papillon, d’une
perturbation & petite échelle se propageant et s’amplifiant en gagnant les
grandes échelles de I’écoulement est trompeuse. Nous avons montré qu’avec un
grand nombre de degrés de liberté la sensibilité exponentielle par rapport a la
donnée initiale devient un phénomeéne exceptionnel, ce qui bien stir améliore le
pronostic en ce qui concerne la prévision.

Si la limite indépassable de deux semaines pour le temps de prédiction météo-
rologique n’a pas de justification solide, on peut s’attendre a ce que les progrés
constants de l'efficacité des processeurs, 'affinement du réseau d’observation,
le perfectionnement des modéles et des méthodes numériques conduisent & des
améliorations importantes de la fiabilité des prévisions dans les années a ve-
nir. Cela ne signifie pas pour autant qu’il n’y ait plus d’obstacles a franchir;
I'instabilité exponentielle, bien qu’exceptionnelle, demeure dans des situations
critiques lorsque le systéme n’ayant pas d’état d’équilibre local bien défini peut
basculer vers une structure ou vers une autre.

On pourra objecter que nous avons examiné ici le comportement d’un sys-
téme relativement simple (le fluide parfait & deux dimensions) et que I'atmo-
sphére terrestre est autrement plus complexe. A cela on peut répondre d’une
part que c’est en reprenant I’étude du méme systéme que celui que considéra
Lorenz qu’on aboutit & une conclusion opposée; et d’autre part que les prin-
cipaux traits caractéristiques des modéles complexes qui modélisent de facon
plus appropriée I’écoulement atmosphérique sont déja présents dans I’équation
du fluide parfait bidimensionnel, & savoir chaos a petite échelle, imprédictibilité
des trajectoires des particules fluides et formation de structures cohérentes et
que I’étude de ces modéles, d’un point de vue statistique, peut étre entreprise
de maniére analogue. La principale simplification faite est I’élimination des mé-
canismes de forcage. En effet, 'atmosphére n’est en perpétuel mouvement que
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parce que des forces compensent les effets de dissipation d’énergie par frotte-
ment. Ce forcage a lieu sous la forme suivante : des courants de convection
locaux avec des montées de colonnes d’air chaud et des descentes d’air froid
se produisent ici ou 1a; action de la force de Coriolis, due a la rotation de la
terre, sur ces colonnes montantes ou descendantes force le mouvement fluide.
Dans un premier temps il est légitime de négliger ces forces, dans les études de
prédictibilité, dans la mesure ou le temps caractéristique de ce forgage (temps
nécessaire pour que ces forces produisent un effet sensible) est nettement plus
grand que le temps de relaxation vers les structures cohérentes : mais il est
clair que les modéles effectifs de circulation doivent en tenir compte.

Moralite

Dans de multiples questions on se trouve face & des systémes complexes qui
possédent un trés grand nombre de degrés de liberté, et on se préoccupe gé-
néralement de prédire des quantités « macroscopiques » qui sont en fait des
moyennes statistiques. Il découle assez clairement de ce qui précéde que l'in-
stabilité exponentielle du systéme « microscopique » n’est en rien synonyme
d’imprédictibilité.
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