MATHEMATIQUES

Chtoucas de Drinfeld et correspondance
de Langlands (d’aprés Laurent Lafforgue)

Gérard Laumon (CNRS et Université de Paris-Sud, UMR 862)

Soient F' un corps de nombres (une extension finie de Q) ou de fonctions (une
extension finie de F,(¢) pour un nombre premier p), F' une cloture séparable de
F et A I'anneau des adéles de F'. Un probléme fondamental de la théorie des
nombres est de classifier les représentations du groupe de Galois Gal(F/F). Un
probléme fondamental de la théorie des groupes est de déterminer la décom-
position spectrale de l'espace L?(G(F)\G(A)!) des formes automorphes pour
tout groupe réductif G sur F.

La théorie du corps de classes abélien d’Artin-Tate, que l'on peut voir
comme un procédé explicite de construction du plus grand quotient abélien
de Gal(F/F) a partir du groupe des classes d’idéles F*\A*, établit un pre-
mier lien entre ces deux problémes. Le principe de fonctorialité de Langlands
est un vaste ensemble d’énoncés, la plupart conjecturaux, qui renforcent consi-
dérablement ce lien et assure que les deux problémes ci-dessus sont en fait deux
facettes d’un méme probléme.

Sur les corps de fonctions, la base du principe de fonctorialité est la corres-
pondance de Langlands pour GL, sur un corps de fonctions. Pour r = 1, cette
correspondance n’est autre que la théorie du corps de classes abélien. Pour
r = 2, elle a été établie par V. Drinfeld il y a plus de 25 ans. Le cas général
vient d’étre démontré par L. Lafforgue; sa preuve suit la stratégie introduite
par Drinfeld pour traiter le cas r = 2.

Nous nous proposons ici de formuler le théoréme de Lafforgue et de présen-
ter les objets géométriques qui interviennent dans la preuve : les champs de
chtoucas de Drinfeld et leurs compactifications.

Pour alléger I’exposé, nous nous restreindrons aux formes automorphes et
représentations de Galois partout non ramifiées et aux chtoucas sans niveau.

1. Formes automorphes, représentations de Galois et énoncé
de la correspondance de Langlands

On fixe une fois pour toutes une courbe X projective, lisse et géométrique-
ment connexe sur un corps fini Fy & ¢ éléments. On note |X| 'ensemble des
points fermés de X et F' le corps des fonctions rationnelles sur X.

Chaque x € |X| définit une valuation non archimédienne F'* — Z, notée
aussi x, qui envoie une fonction rationnelle non identiquement nulle sur son
ordre d’annulation en z. On note F, le complété de F' pour la valuation z et
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12 G. LAUMON

on note encore z : F* — Z le prolongement naturel de . Muni de cette valua-
tion discréte, F}. est un corps local non archimédien d’égales caractéristiques,
d’anneau des entiers O, = {0} U {a € F | z(a) > 0}. On note x(x) le corps
résiduel de Oy ; c’est une extension de F,, de degré fini noté deg(z), et c’est
donc un corps fini a ¢4°8(*) ¢léments. Le choix d’une uniformisante w, de O,
identifie O, C F, a k(z)[[w,]] C k(z)((wy)).

L’anneau des adéles de F' est le produit restreint

A = {a = (az)z¢|x| | az € O, pour presque tout x} C H F,
z€|X|

ou l'expression « pour presque tout x » signifie « pour tous les x sauf un nombre
fini ». L’anneau produit O := Hze| x| Oz est bien siir un sous-anneau de A et
I’image du plongement diagonal F' — Hze| X| F, est contenue dans A.

On munit O de la topologie produit des topologies z-adiques des O, ; on
obtient ainsi un anneau topologique compact. L’anneau A admet une unique
structure d’anneau topologique qui prolonge celle de O C A et pour laquelle O
est ouvert dans A. L’image de F' par le plongement diagonal est un sous-anneau
discret de A (Iintersection F'N O =T, est finie).

Pour tout schéma en groupes linéaires G sur F,, le groupe des points adé-
liques G(A) est naturellement muni d’une structure de groupe topologique lo-
calement compact pour laquelle G(O) C G(A) est un sous-groupe compact
ouvert et G(F) C G(A) est un sous-groupe discret.

On dispose d’'un homomorphisme de groupes deg : A* — Z défini par

deg(a) = — 3 deg(a)a(a,).

z€|X|

Cet homomorphisme est surjectif et est identiquement nul sur F'* et sur O*.
Son noyau est compact modulo F'* ; en d’autres termes, pour tout a € A* de
degré non nul, le groupe quotient F*\A*/O*a” est fini.

1.1. Formes automorphes cuspidales (partout non ramifiées)

Soit 7 un entier > 1. On considére le groupe adélique GL,(A), son sous-
groupe discret GL,.(F) et son sous-groupe compact ouvert

K= ][] K.= ][] GL.(0,) = GL,(0).

z€|X| z€|X|

Pour tout = € |X|, on note dg, la mesure de Haar sur GL,(F,) normalisée par
vol(K,,dg,) = 1. La mesure produit er|X\ dg, induit la mesure de Haar dg
sur GL,(A) qui est normalisée par vol(K, dg) = 1.

Un sous-groupe parabolique standard de GL, est un sous-groupe algébrique
fermé contenant le sous-groupe algébrique des matrices triangulaires supérieu-
res. Chaque sous-groupe parabolique standard P admet la décomposition de
Levi standard P = MpUp ott Up est le radical unipotent de P et Mp est
I’'unique sous-groupe de Levi de P contenant le tore maximal des matrices dia-
gonales. Les sous-groupes paraboliques standards de GL, sont en bijection avec
les suites d’entiers 0 = rg < ry < --- < rg = 1, c’est-a-dire les décompositions
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CHTOUCAS DE DRINFELD ET CORRESPONDANCE DE LANGLANDS 13

r=(rp—r9)+--+ (rs —rs—1) de r en entiers strictement positifs. Si P cor-
respond 4 0 =19 <11 < --- < rs =1 et si on écrit I’élément courant de GL,
comme une matrice

gir - Gis

g=1": :

gst " Gss
par blocs g;; de taille (r; —r;—1) x (r; —7;—1), P est le sous-groupe des matrices
« triangulaires supérieures » (g;; = 0 pour tous ¢ > j), Up est formé des
matrices telles que g;; = 0 pour tous ¢ > j et que g;; est la matrice identité
pour tout ¢, et Mp est le sous-groupe des matrices « diagonales » (g;; = 0 pour

tous i # j). En particulier, Mp est canoniquement isomorphe & GL;, _p, X + -+ X
GL, .,

Une forme automorphe cuspidale (partout non ramifiée pour GL, sur F) est
une fonction ¢ : GL,.(A) — C ayant les propriétés suivantes :

1) o(vgk) = ¢(g9), ¥y € GL.(F), Vg € GL,(A) et Vk € K ;

2) il existe un élément a € A* de degré non nul, tel que ¢(ga) = ¢(g),
Vg € GL,.(A);

3) pour tout sous-groupe parabolique standard propre P C GL,, le terme
constant

¢op:GL.(A) = C, g o(ug)du,
Up (F)\Up (A)

est identiquement nul (ici du est n’importe quelle mesure de Haar sur I'espace
homogéne compact Up(F)\Up(A)).

On note Lcyusp 'espace de ces formes et, pour tout élément a € A* de
degré non nul, on note Leysp(a) le sous-espace de Leygp formé des ¢ telles que
v(ga) = ¢(g), Vg € GL,(A). La finitude du quotient F*\A*/O*a” assure que

Leysp = U Lcusp(an)'
n>0

Proposition 1. Il existe un sous-ensemble fini Q(a) C GL,(A) tel que le
support de toute fonction p € Leysp(a) soit contenu dans GL,(F)Q(a)Ka? C
GL,(A).

En particulier, l’espace Leysp(a) est de dimension finie et peut étre muni du
produit scalaire hermitien défini positif

(¢1,p2) := / ©1(g9)w2(g)dg. O
GL,.(F)\ GL,(A)/a”

Soit
Co(K\ GL,(A)/K)
Pespace vectoriel sur C des fonctions complexes a support compact sur GL,.(A)
qui sont invariantes par translations & gauche et a droite par les éléments de
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14 G. LAUMON

K. L’algébre de Hecke H est par définition cet espace vectoriel muni du produit
de convolution défini par

(frx f2)(g) = / fi(g'g™ ") f2(9)dg, Vg' € GL.(A).
GL(4)
Elle admet pour unité la fonction caractéristique ex de K.
On munit Leusp d’une structure de H-module & droite en posant

(¢- M) = /GL “ e(g'g7")f(g)dg, Vg' € GL.(A),

pour tout ¢ € Leysp et tout f € H.

Pour chaque a € A* de degré non nul, le sous-espace Lcysp(a) est un sous-
‘H-module de L¢usp €t, en tant que H-module, il est unitaire pour le produit
scalaire défini ci-dessus. Il s’ensuit que le H-module Lcysp est semi-simple.

Définition 1. Une représentation automorphe cuspidale (partout non ramifiée
pour GL, sur F) est un H-module irréductible qui est isomorphe a un facteur
direct de Leysp-

On notera A, un systéme de représentants des classes d’isomorphie de ces
représentations automorphes cuspidales. On a une décomposition isotypique

Lcusp = @ ,ﬂ_GBm(‘n')
TEA,

ot les multiplicités m(7) sont des entiers > 1.
Pour tout = € |X|, on définit aussi I’algébre de Hecke locale (non ramifiée)
comme ’espace vectoriel

des fonctions complexes sur GL,.(F,) a support compact et invariantes & gauche
et a droite par K, = GL,.(O,), muni du produit de convolution pour la mesure
de Haar dg, sur GL,(F,). Cette algébre de Hecke locale admet pour unité la
fonction caractéristique ex, de K.

Théoréme (Satake). — L’algebre de Hecke H, est commutative et canoni-
quement isomorphe a la C-algébre de polynéomes symétriques

He =2 Clzg, 27t 2, 27 17
ot le groupe symétrique &, agit par permutation des indéterminées z1, ..., 2.

O

En particulier, tout H,-module irréductible m, est de dimension 1 et est
(a isomorphisme prés) uniquement déterminé par la donnée d’un r-uplet non
ordonné

(z1(m2)y ooy 2 (T2))
de nombres complexes non nuls, appelés les valeurs propres de Hecke de .
L’algebre de Hecke globale H est le produit tensoriel restreint

H= R H
z€|X|
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CHTOUCAS DE DRINFELD ET CORRESPONDANCE DE LANGLANDS 15

des algébres de Hecke locales, c’est-a-dire la limite inductive sur les parties
finies S de | X| du systéme formé des C-algébres

Hs = Q) Ha
zes

et des homomorphismes de transition

MHs — Hr, fs— fs®X)

€K,
zeT—-S Ko

quels que soient S C T C |X|. L’algébre de Hecke globale est donc aussi com-
mutative et tout H-module irréductible 7, qui est nécessairement de dimension
1, admet pour chaque = € | X| une composante locale 7, qui est un H,-module
de dimension 1.

On définit la fonction L de m € A, comme le produit eulérien formel
L(x,T) = ][] L(m,T)
z€|X|
1

) mgq [Ti—, (1 — 2i(my )T des()) e C[[T]]-

Godement et Jacquet ont démontré que le produit eulérien L(w, ¢~*) converge

absolument dans un demi-plan Re(s) > o pour un nombre réel o assez grand, et

que la série formelle en T' définie par L(w,T) est en fait le développement d’une

fraction rationnelle dans C(T'), et méme d’un polynéme dans C[T]si r > 2.
On a enfin le théoréme de multiplicité un :

Théoréme (Shalika). — Pour tout m € A,, la multiplicité m(rw) de m dans
Leysp est égale a 1, de sorte que

Lcusp = @ . O

TEA,

1.2. Représentations de Galois (partout non ramifiées)

On fixe une cloture séparable F de F et donc un point géométrique
71 = Spec(F') au-dessus du point générique n de X. Grothendieck a défini le
groupe fondamental arithmétique 71 (X,7) et son dévissage canonique

1— Fl(Fq ®r, X,7) — 1 (X,7) — Gal(Fq/Fq) —1

ot FF,, est la cloture algébrique de F, dans F'.

Muni de la topologie de Krull, 71 (X,7) est un groupe topologique pro-fini,
dont les représentations complexes continues et de dimension finie se factorisent
nécessairement par un quotient fini. Suivant Serre et Grothendieck, on obtient
une catégorie plus vaste de représentations de 71(X,7) en remplagant le corps
des coefficients C par un corps ¢-adique.

Fixons donc un nombre premier auxiliaire ¢, distinct de la caractéristique de
Fg, et fixons une cloture algébrique Q, de Qq. Une représentation (-adique o de
71(X,7) de rang 7 € N est un Q,-espace vectoriel V' de dimension r, muni d’un
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16 G. LAUMON

homomorphisme de groupes o : m(X,7) — Aut@z (V), ayant les propriétés
suivantes :

1) il existe une base de V' identifiant Autg, (V) a GL,(Q,) et une exten-

sion finie E de Qy contenue dans Q, telles que o(71(X,7)) C GL,.(Ey) C
GLT(QZ)’

2) ’homomorphisme o : m1(X,7) — GL,(E)) est continu pour la topologie
de Krull sur 71 (X,7) et la topologie ¢-adique sur GL,(E}),

3) le déterminant det(c) de o, c’est-a-dire le caractére de l'action de
m1(X,7) sur la puissance extérieure maximale \" V, est d’ordre fini.

Les représentations f-adiques de 71 (X,7) forment une catégorie abélienne
dont tous les objets sont de longueur finie. Pour tout entier » > 1, on fixe
un systéme de représentants G, des classes d’isomorphie de représentations
l-adiques irréductibles de 71 (X,7) de rang r.

Pour chaque z € | X/, on fixe un plongement de (z) dans F, au-dessus de
F,. Le groupe de Galois Gal(F,/k(z)) est égal a Frob” ot Frob, est 'élément
de Frobenius géométrique, c’est-a-dire 'inverse de 1’élévation a la puissance
|k(z)] = ¢°8(*). On fixe aussi un « chemin » reliant le point géométrique T :
Spec(F,) — Spec(x(z)) = {z} C X au point géométrique 7j de X ; ce chemin
détermine un homomorphisme de groupes

Gal(ly/k(2)) = m(z,T) — m(X,7).

Par abus, on note encore Frob, l'image de Frob, par cet homomorphisme.
Tout autre chemin détermine un homomorphisme conjugué au précédent par
un élément de (X, 7). Par conséquent 1'élément Frob, de 71(X,7) est bien
défini & conjugaison prés.

Soient > 1 et 0 € G,. Pour chaque z € |X|, on appelle valeurs propres
de Frobenius de o en x les valeurs propres de ’automorphisme o(Frob,) ; elles
forment un r-uplet non ordonné

(z1(02)y- -, 20(02))

d’éléments non nuls de Q,. La fonction L de o est par définition le produit
eulérien formel

Le,T) = ][] L(ox,T)
z€|X| ' )
) wgf [Ti—, (1 = 2zi(0,) Tdes@)) € Q[[T]].

Il résulte de la formule des points fixes de Grothendieck-Lefschetz que cette
série formelle est le développement d’une fraction rationnelle dans Q,(7"), et
méme d’un polynéme dans Q,[T] si r > 2.

1.3. La correspondance de Langlands et ses conséquences

On fixe un isomorphisme de corps ¢ : Q, —— C (il en existe d’aprés Iaxiome
du choix). On note encore ¢ les isomorphismes de Q,(T") — C(T') et Q,[[T]] —
C[[T]] induits par ¢.
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CHTOUCAS DE DRINFELD ET CORRESPONDANCE DE LANGLANDS 17

Théoréme principal. — Soit r un entier > 1.

(i) (Correspondance de Langlands) Il existe une unique bijection
A = G, s o(m),
telle que, pour tout m € A, on ait l’égalité de facteurs L locaux
(%) UL(o(7)e, T)) = L(me, T), Vo € [X].

(i) (Conjecture de Ramanujan-Petersson) Pour tout m € A, et tout x €
| X| on a
|zi(me)| =1, Vi=1,...,m O

Le cas » = 1 de ce théoréme est une reformulation de la théorie du corps
de classes abélien pour les corps de fonctions. Le cas » = 2 a été démontré par
Drinfeld. Le cas général est da a Lafforgue.

Les résultats suivants étaient connus bien avant la démonstration compléte
du théoréme principal :

— (Théoréme de éebotarev) 11 existe au plus une application A, — G,, 7
o(m), telle que, pour tout w € A, on ait 'égalité de facteurs L locaux

(%) (L(o(m)z,T)) = L(m,, T') pour presque tout x € | X|.

— (Théoréme de multiplicité un fort de Piatetski-Shapiro) Toute telle appli-
cation est nécessairement injective et vérifie la propriété (x).

— (Principe de récurrence de Deligne, fondé sur le théoréme inverse de
Piatetski-Shapiro et 1’équation fonctionnelle de Grothendieck) Si, pour tout
entier 1 < 7/ < 7, on sait associer une représentation f-adique o’(7’) de
Gal(F/F) a chaque représentation automorphe cuspidale 7’ (éventuellement
ramifiée) pour GL,s sur F' de telle sorte que les facteurs L locaux de 7’ et
o’(7") coincident presque partout, alors 'application A, — G,., ®# — o(7) de
la conjecture de Langlands ci-dessus est nécessairement surjective si elle existe.

Les conséquences du théoréme principal qui sont formulées ci-dessous étaient
attendues.

Pour tout nombre premier ¢ distinct de la caractéristique de Fy, fixons une
cloture algébrique Q de Qg et notons G, » I'ensemble G, correspondant.

Théoréme (conjecturé par Deligne). — Soit o € G,.. Notons E(c) C Q, le
sous-corps engendré sur Q par les coefficients des polynomes [[;_, (1—z;(0)T)

pour tous les © € | X| et E(c) la cloture algébrique de E(a) dans Q,.

(i) Le corps E(c) est un corps de nombres, c’est-a-dire une extension

finie de Q.

(ii) Pour tout plongement compleze 1 : E(o) < C, on a |u(zi(0,))| = 1
quels que soient v € |X| eti=1,...,r.

(i11) 1l existe une unique famille de représentations og x € Grpr, indexée
par les couples (£, N') formés d’un nombre premier €' distinct de la ca-
ractéristique de Fy et d’un plongement X : m — Qy, et ayant les
propriétés sutvantes :

— 0 =0y ou A est Uinclusion de E(o) dans Q,
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18 G. LAUMON

— pour tout x € | X| on a I’égalité

[ = z(owne)T) =X (Ha - zi(aw)T)> € Qu[T]. 0

i=1 i=1

1.4. La stratégie

La stratégie utilisée par Drinfeld et Lafforgue pour définir 'application
m — o(m) de A, dans G, est inspirée des travaux de Shimura, Ihara, Deligne,
Langlands,. .. Sous sa forme la plus naive elle peut se décrire comme suit.

Soit Hg C H la sous-Q-algebre formée des fonctions & valeurs dans Q (H =
Hop®C). On construit un champ algébrique propre et lisse C' sur X, muni d’une
action par correspondances algébriques de l'algébre Hg, de telle sorte que la
cohomologie ¢-adique de la fibre de C' — X au point géométrique 7,

H*(Cy, Q)
soit une représentation du produit de Hg et du groupe fondamental 7 (X, 7).
Puis on calcule la trace de cette représentation par la formule des points
fixes de Grothendieck-Lefschetz.

Enfin on compare cette formule des points fixes avec la formule des traces
d’Arthur-Selberg pour prouver que la représentation

@ T Q o(n)

TEA,

de H x m1(X,7) que 'on cherche est exactement la partie « cuspidale » de
H*(C7,Qp) ®g,,. C-

En fait, comme la cohomologie {-adique ci-dessus est automatiquement défi-
nie sur Qy, il y a une obstruction de rationalité & mener a bien un tel programme
et la stratégie doit étre légérement modifiée. Comme ’a proposé Drinfeld, c’est
plutét la représentation

@ T®o(r) ®o(n)

TEA,

du produit H x 71(X,7) x m1(X,7), ot o(m)" est la représentation contragré-
diente de o(7), que 'on peut espérer obtenir comme la partie cuspidale de la
cohomologie f-adique de la fibre générique d’'un champ algébrique propre et
lisse sur X xp, X.

1.5. Le corps de classe abélien

Nous allons illustrer la stratégie ci-dessus en traitant le cas particulier r = 1.
Comme nous I'avons déja dit, la correspondance de Langlands dans ce cas n’est
autre que la théorie du corps de classes abélien.

Soit Pic’ la composante neutre du schéma de Picard relatif de X sur Fy, c’est-
a-dire la « jacobienne » de X. C’est la variété abélienne sur Iy, de dimension
le genre géométrique de X, qui paramétre les Ox-Modules inversibles (ou, ce
qui revient au méme, les fibrés en droites sur X) de degré 0. On dispose du
morphisme d’Abel-Jacobi

AJ: X xp, X — Pic’
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CHTOUCAS DE DRINFELD ET CORRESPONDANCE DE LANGLANDS 19

et de I’isogénie de Lang
L: Pic’ — Pic”.
On rappelle que, pour tout corps k D Fy, AJ envoie le point (c0,0) € X (k) x
X (k) sur le Module inversible Oyg,, x (00 — 0) et L envoie le Ogg,, x-Module
inversible £ sur le Module inversible £71 ®Okg, x (Frobg x1Idx)*L ot le mor-
phisme de Frobenius Froby, : Spec(k) — Spec(k) est induit par I’élévation a la
puissance ¢g-iéme dans k.
On forme le produit fibré

(X xp, X)~— Pic’

e
X x5, X —— Pic".

Par construction, (X xp, X)™~ est un revétement fini étale galoisien de X xp, X
de groupe de Galois Pic”(F,) et définit un quotient w8 (X xp, X) = Pic’(F,)
du groupe fondamental de X xp, X rendu abélien. (Ici, il n’est pas nécessaire
de choisir un point base puisque le plus grand quotient abélien du groupe
fondamental ne dépend pas d’un tel choix.) Tout caractére y de Pic”(F,) induit
donc un caractére noté encore x de 7P (X xg, X).

On a une suite exacte canonique

(X xp, X) — 7P (X) x 72 (X) — Gal(Fy/F,) — 1
et, en établissant la « loi de réciprocité » du revétement fini étale galoisien
(X xp, X)~ — X xg, X, on montre qu’il existe o(x) € G1 tel que x soit la
restriction du caractére de la représentation ()Y ® o(x) de 7P (X) x 72P(X).

D’aprés Weil, pour tout entier r > 1, les classes d’isomorphie de fibrés vec-
toriels de rang r sur X sont en bijection naturelle avec les doubles classes dans

GL,(F)\ GL,(A)/K.
En particulier, on a un isomorphisme de groupes canonique
deg

Pic’(F,) = F*\ Ker(A* =2 7)/0O*

et on peut voir les caractéres xy comme des éléments m de A;. On a donc
construit une application 7 — o () de A; dans G; dont on montre facilement
qu’elle satisfait aux propriétés annoncées dans le théoréme principal.

2. Champ des chtoucas de Drinfeld, troncatures de
Harder-Narasimhan et correspondances de Hecke
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20 G. LAUMON

2.1. Le champ des chtoucas

Tous les schémas considérés dans la suite sont sur Iy ; on dira donc schéma
au lieu de FFy-schéma et on notera simplement U x T le produit fibré sur F,
de deux tels schémas. Pour tout schéma U, on note Froby : U — U son
endomorphisme de Frobenius relativement & IF, : Froby est donc I'identité sur
I’espace topologique sous-jacent & U et I’élévation a la puissance g-iéme sur le
faisceau structural Opy. Si M est un Oy« x-Module, on note "M le Oy« x-
Module (Froby x Idx)* M.

Définition (Drinfield). — Un chtouca a droite (resp. a gauche) &€ de rang
r = 1 sur un schéma U est un diagramme dans la catégorie abélienne des
Oux x-Modules

slog loTe (resp. o8 < LuTE)
ou :
— & et & sont localement libres de rang T,
— j et t sont injectifs,
— les conoyaux de j et t sont supportés par les graphes I'ee C U x X et
I', CU Xx X de deuz morphismes oo : U — X eto: U — X, et sont localement
libres de rang 1 sur leurs supports.

Le morphismes oo et o sont appelés respectivement le pole et le zéro du
chtouca.

En d’autres termes, un chtouca a droite de rang r est la donnée d’un fibré
vectoriel £ de rang r, d’une modification élémentaire supérieure j : £ — &’
de &, d’une modification élémentaire inférieure j' : £” — &' de £ et d'un
isomorphisme u : " — £”. On a bien stir une description similaire pour les
chtoucas & gauche.

En faisant varier U, on définit de maniére évidente le champ Cht" des chtou-
cas a droite de rang r, un morphisme (00,0) : Cht"” — X x X et un chtouca
3 droite de rang r universel sur Cht" de pdle et de zéro les deux composantes
de ce morphisme. De méme, on a le champ "Cht des chtoucas a gauche de
rang 7...

Dans la suite et sauf mention explicite du contraire, les chtoucas seront tous
a droite, et on dira simplement « chtouca » pour « chtouca a droite ». Les
résultats énoncés pour les chtoucas a droite ont bien entendu des analogues
pour les chtoucas & gauche.

Proposition (Drinfeld). — Le champ Cht" est algébrique au sens de Deligne-
Mumford. Le morphisme (00,0) : Cht" — X x X est lisse, purement de dimen-
ston relative 2r — 2. ]

Le champ Cht" s’écrit comme réunion disjointe

Cht" = JJ Cht™
dez
ot Cht™? parametre les chtoucas de degré
d=deg€& = deg& — 1.
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Ezemple : Le champ Cht'? est par définition le produit fibré
Cht"? — Fib""

=T
X x X—— Fib"°
AJ

ott Fib"? est le champ algébrique des fibrés en droites de degré 0 sur X, le
morphisme AJ envoie (00,0) € X (U) x X (U) sur le fibré en droites Oy x (00 —
0) et le morphisme L envoie un fibré en droites £ sur U x X sur le fibré en
droites L7 ®o,,,  "L.

C’est un champ de Deligne-Mumford connexe, propre et lisse de dimension
2 sur F,,. Le morphisme (00, 0) : Cht'"? — X x X est fini et étale et le schéma
(X x X)™ construit précédemment est I'espace grossier de Cht!'?, O

Mis a part le cas r = 1, aucun des champs Cht™? nest de type fini.

2.2. Troncatures

Soient k& un corps algébriquement clos contenant [, et & un chtouca sur (le
spectre de) k. On appelle sous-objet de & la donnée F C & de deux sous-Oge x-
Modules F C & et F' C & tels que E/F et £'/F' soient localement libres
de méme rang et que j(F) C F' et t("F) C F'; a un tel sous-objet on peut
associer son rang

rg F =rgF =g F'
et son degré
deg]t' = deg F.

Sio= .%0 C .%1 c .- C fs = & est une filtration de € par des sous-objets
comme ci-dessus, on peut lui associer son polygone qui est la fonction affine par
morceaux

p:[0,7r] = R
qui s’annule en 0 et 7, dont les seules ruptures de pentes interviennent en les
entiers rg F, €]0,7[, c = 1,...,s — 1, et qui prend en ces entiers-1a la valeur
rgf

p(rg]?g) = deg fo - 2 deg £,

r
Proposition 2. Parmi les polygones attachés auz filtrations de £ comme ci-
dessus, il en existe un plus grand que tous les autres, et parmi les filtrations qui
définissent ce polygone mazximal il en existe une moins fine que tous les autres.

|
Le polygone et la filtration dont la proposition ci-dessus assurent ’existence
sont appelés respectivement le polygone de Harder-Narasimhan et la filtration
de Harder-Narasimhan du chtouca &.
Appelons parameétre de troncature toute fonction continue, convexe, affine
par morceaux p : [0,7] — Rx¢ qui s’annule en 0 et r et dont tous les points de
ruptures de pente ont des abscisses entiéres.

Proposition 3. Soit p un paramétre de troncature.

SMF — Gazette — 88, Avril 2001



22 G. LAUMON

(i) Il existe un unique ouvert Cht”*SP du champ Cht" tel qu’un chtouca
sur un corps algébriguement clos est dans cet ouvert si et seulement si
son polygone de Harder-Narasimhan est majoré par p.

(i) Pour chaque entier d, l’ouvert

Cht"*% SP .= Cht™ S N Cht"™?
du champ Cht™? est de type fini. O

On voit donc que, pour chaque entier d, le champ algébrique Cht™? est
réunion filtrante des ouverts de type fini Cht"™% <P,

2.3. Correspondances de Hecke et endomorphismes de Frobenius
partiels

Tout élément g € GL,.(A) définit une correspondance, dite de Hecke,
¢ = (c1,¢2) : Cht"(g) — Cht" x x2 Cht"

ot Cht"(g) est un champ de Deligne-Mumford et c;, co sont des morphismes
représentables étales. Cette correspondance ne dépend que de la double classe
KgK. (On rappelle que K = GL.(0).) Si Sy est I’ensemble fini des z € |X]|
tels que gy ¢ FX K,y C GL.(Fy), les morphismes ¢; et ¢z sont finis au-dessus
de 'ouvert (X — S,)? de X2,

Par exemple, considérons I'élément g € GL,.(A) défini par

Wz

oy = . et g, = six # xo
1

ol zo est un point fermé de X et w,, est une uniformisante en xy. Le champ
Cht"(g) correspondant paramétre les couples

Eleg e Feg

formés d’un chtouca de rang r dont le pole et le zéro ne rencontrent pas xg et
d’une modification élémentaire inférieure en xy qui satisfait a la relation

TF=t(F)cT¢

o F' C &' est 'unique modification élémentaire inférieure en z¢ qui contienne
J(F); le morphisme ¢; est la projection sur la premiére composante alors que
le morphisme ¢y envoie le couple ci-dessus sur le chtouca (F L FoTE ).

Si a € A*, la double classe F*aO* est la classe d’isomorphie d'un Ox-
Module inversible £ de degré égal a deg(a) et, si ¢ € aK C GL,(A), on a
Cht"(g) = Cht", ¢; est I'identité et co est 'automorphisme de Cht” qui envoie
un chtouca € sur le produit tensoriel L®E. Dans la suite, on notera simplement
a cet automorphisme.

On a des morphismes de Frobenius partiels

Froba, : Cht" — "Cht, & s (£' o7& 7¢"),
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et
Frob, : "Cht — Cht", € — (5/<L>T€<—t775’),

au dessus de (00,0) — (Frobx(00),0) et (00,0) — (00, Frobx(0)) respective-
ment, dont les composés

Frob, o Froby, : Cht" — Cht" et Frobss o Frob, : "Cht — "Cht

sont les endomorphismes de Frobenius.

Soit A x le schéma intersection de tous les ouverts de X x X complémentaires
des images réciproques de la diagonale par les endomorphismes Frob’y x Idx
et Idx x Frob’y de X x X pour tous les entiers n > 0. Au-dessus de Ax, il n’y
a plus de différence entre chtoucas & gauche et chtoucas & droite : un chtouca
a droite ,

E=(Lglomg
dont le couple pole-zéro (00, 0) se factorise par Ax C X x X définit un chtouca
a gauche

g — (5<t—>€”f]—>"—5)
de pole oo’ = oo et de zéro o' = o0, ou " = € x4 "€ et t', 5 sont les
deux projections, et vice versa. Au-dessus de A x, les morphismes de Frobenius

partiels peuvent donc étre vus comme des endomorphismes, dits encore de
Frobenius partiels,

Frobs, et Frob, : Ax X x2 Cht” — Ax X x2 Cht"

qui relévent les endomorphismes Frobx x Idx et Idx x Frobx respectivement.
On fixe un élément a € A* de degré deg(a) > 0 et on considére le quotient

rdeg(a)
Cht" /a” = J] Cht™.
d=1
Les correspondances de Hecke et les endomorphismes de Frobenius partiels que
nous venons d’introduire passent au quotient par a”.
Pour tout paramétre de troncature p : [0,7] — R, a” stabilise I'ouvert

Cht" S? de Cht” et I'ouvert quotient
Cht™S? /% C Cht" /a”

est de type fini. Par contre, cet ouvert n’est stabilisé ni par les endomorphismes
de Frobenius partiels Frobs,, Frob,, ni par les correspondances de Hecke (sauf
celles qui sont associées a des g € A*K). Clest la difficulté majeure que
Lafforgue a dii surmonter .

3. Homomorphismes complets et chtoucas itérés

Pour surmonter cette difficulté, Lafforgue compactifie les champs de chtoucas
tronqués Cht" <P /a” et prolonge par adhérence schématique les correspondan-
ces de Hecke et les endomorphismes de Frobenius partiels & ces compactifica-
tions.
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3.1. Homomorphismes complets

Soit k un corps. Pour tout couple (V, W) de k-espaces vectoriels de méme
dimension finie > 0, on note Hom(V, W) le k-schéma affine des applications
linéaires de V' dans W et Isom(V, W) 'ouvert de Hom(V, W) formé des isomor-
phismes de V sur W. On a bien entendu

Isom(V, W) C Hom(V, W) — {0}

avec égalité si et seulement si V' et W sont de dimension 1.
On fixe maintenant un tel couple (V, W) de dimension dim(V') = dim(W) = r
et on considére le sous-k-schéma fermé

Q(v,w) c ﬁ (Hom (/\pu/\p W) _ {0}> xp AT

formé des uplets
(ula ceey Up, (Ala RS AT‘—l))
tels que
—1yp—2
NPuy = )\Il) )\g cee )\p,lup
quel que soit p=2,...,7r.
Les conditions équivalentes
(u1 est un isomorphisme) < (A1,..., A,_1 sont inversibles)
définissent un ouvert Q°(V, W) de ce schéma affine et la projection
(ula sy Up,y (Ala RS AT‘—l)) = (Ul, (Ala RS AT‘—l))

identifie 2°(V, W) a 'ouvert Isom(V, W) karmf,i de (Hom(V, W)—{0})x A} 1.
Le k-schéma '(V, W) n’est pas irréductible en général. Aussi nous le rem-
placerons dans la suite par I’adhérence schématique

QV. W) c AV, W)

de Q°(V, W) dans Q' (V,W).

L’espace affine standard A;_l est naturellement muni d’un diviseur a croise-
ments normaux, réunion de r — 1 diviseurs lisses, & savoir les diviseurs {\, = 0}
pour p=1,...,r — 1. Ce diviseur a croisements normaux définit de la maniére
habituelle une stratification en sous-k-schémas localement fermés de Azfl, in-
dexée par les parties R de [r — 1] = {1,...,r — 1} et de R-iéme strate

_ ~ r[r—=1]-R
A ={(,. . A1) [ A, =06 pe Ry 2GLTTR
Par construction, on dispose d’un morphisme
Ayee s A1) s QV, W) — ALY

et on peut relever a Q(V, W) le diviseur et la stratification de Azfl que l'on
vient d’introduire. En particulier, pour tout sous-ensemble R C [r — 1], on note

Qr(V, W) C Q(V,W)

I'image réciproque par ce morphisme de la strate localement fermée A;le C
A7t On vérifie que Qg (V, W) = Q°(V, W),
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Proposition 4. Pour chaque sous-ensemble R C [r — 1] écrit sous la forme
R =A{r,re,...,rs21} 000 =19 <11 <13 < -+ < 7rs_1 <715 =7, SOU
Grgr(V,W) le k-schéma des uplets

(V.a Wh (U(T)O'Zl,...,s)
ou :
~Ve=(V=Vo2VID...DV?*=(0)) est une filtration décroissante par

des sous-espaces vectoriels de codimensions 0 = rg,r1,...,7s =71,
- We=(0)=Wo C Wy C---C Ws=W) est une filtration croissante par
des sous-espaces vectoriels de dimensions 0 = rg,1r1,...,7s =T,

- Vg : V"_l/V" = Wy, /Wy_1 est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
Alors, chaque strate Qr(V, W) munie de sa projection sur AZ}}, est isomorphe

au k-schéma Grg(V, W) xy, G - 1] = , muni de la seconde projection canonique.

|
Ezemple :
Pour r = 2, il n’y a qu’un seul sous-ensemble non vide R de [1], & savoir
R = {1}. Pour ce sous-ensemble, Grr(V, W) est isomorphe a

(V. V) = ur € Hom(V. V) | rangur) = 1 i Tsom A"V, AT ).

En effet, la donnée de 'uplet
V=V VLW, c Wy =W,vy,uvs)
équivaut a la donnée du morphisme uy : V — V/V'1 2L Wy < W partout de
rang 1 et d’un isomorphisme
2
up=v1@v2: \ V=V/V)eV =W e (W/W) /\ w. DO

Comme Grg(V, W) est connexe et lisse sur k de dimension

Z (TJ_Tofl)(ra/_ra/fl)"_ Z (Ta_rafl)({ra’_ra’fl)"_ Z (TU—TU,1)2 = 7,,27
1<o<o’/<s 1<o’'<o<s 1<o<s
on déduit de la proposition :

Corollaire 1.1. Le morphisme (M1,...,\r—1) : Q(V,W) — A;~! est lisse
purement de dimension relative r? et Q°(V,W) C Q(V,W) est louvert com-
plémentaire d’un diviseur a croisements normaux, réunion des r — 1 diviseurs
lisses {\, =0} pour p=1,...,r — 1. a

Le tore Gm e = 1(p1, .., pr—1)} agit librement sur Q(V, W) par

—1 —2 1—r 2—7r
Uy — Uy, U2 — [y U2, U > g “H2UZ, ooy Up b Uy ot 1 U,

et
AL — Ml)\l, Ag — Mz)\z, ceey Apo1 Mr—l/\r—la

et le quotient
Hom(V, W) := Q(V,W)/G}}
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est un schéma quasi-projectif et lisse, qui contient comme ouvert dense

Isom(V, W) avec pour fermé complémentaire une réunion de r — 1 diviseurs

lisses a croisements normaux. C’est par définition le schéma des homo-

morphismes complets de V' dans W. Par construction, on a un morphisme

représentable, lisse et purement de dimension relative r2, de champs algébriques
Hom(V, W) — [A; /G,

et le diviseur a croisements normaux ci-dessus est 'image réciproque par ce
morphisme du diviseur & croisements normaux évident sur le champ algébrique
-1 r—1
(AL /Grkl-
Remarques :
(i) Le morphisme
ug : Hom(V, W) — Hom(V, W) — {0}
peut aussi étre obtenu comme le composé

Hom(V, W) = Hy_1 — - — Hy — Hy = Hom(V, W) — {0}

ou Hi1 — Hj est I’éclatement de Hy le long du fermé des homomorphismes

derang 1 et ot, pour p = 2,...,r—1, H, — H,_ est I’éclatement de H,_;
le long du transformé strict du fermé de Hy formé des homomorphismes
de rang < p.

(ii) Si V =W = k" on note encore glr’k le k-schéma Hom(k", k") des en-
domorphismes complets de k". La strate ouverte de gl,. ;. est bien entendu
GL; . Le groupe multiplicatif agit par homothétie sur gl, ; et le quotient

gl /G i est un schéma projectif, isomorphe a la compactification de
De Concini et Procesi de PGL; . O

Pour tout k-schéma U, la catégorie [Al /G, x](U) a pour objets les couples
(L, ) formés d’'un Op-Module inversible £ et d’une section globale A de ce
fibré en droites. On peut donc voir un U-point de Hom(V, W) comme un uplet

u = (ul, ey Up, ((El, )\1), ceay (Er—l, )\7«_1)))
(L1, A1), (Lro1, Are1) € 0D [ALTH/GLT(U) = (0b[AL /G i) (U)
et ou

Up (/\p V) Rk E?(pil) ®oy Eg’(p*z) R0y Lom1 — (/\p W) @r Ou

est un homomorphisme partout non nul de Oy-Modules pour p=1,...,7.
Soient maintenant S un k-schéma et V, W deux Og-Modules localement
libres de rang constant r. On peut considérer plus généralement les uplets

U= (Ul, ooy Up, ((,Cl, )\1), ceey (,Crfl, )\Tfl)))
ot ((L1,M),---,(Lr—1,Ar_1)) est un objet de [A;fl/an}i](S) et ou
Up - </\p V) ®os ﬁ?(p_l) ®os £5®(p—2) ®os ﬁpfl - /\pW

est un homomorphisme partout non nul de Og-Modules pour p=1,...,7.
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Définition 2. Un homomorphisme complet de V dans W est un uplet u comme
ci-dessus tel que, pour tout ouvert de Zariski U de S et toutes trivialisations
Vo EVR,Oy ee Wy W Q Oy deV et W au-dessus de U, la restriction
de w a U soit un U-point de Hom(V, W).

Les homomorphismes complets u de V dans W sont par définition des homo-
morphismes uy : V — W complétés par des données supplémentaires. Lafforgue
les note commodément u : V = W.

3.2. Pré-chtoucas itérés

Définition 3. Un pré-chtouca itéré de rang r sur un schéma U consiste en les
données :

— d’un diagramme 4 y
glog Lo
et de deuxr morphismes 0o : U — X eto: U — X, ou & est un fibré vectoriel de
rang r sur U x X, j est une modification élémentaire supérieure de £ le long

du graphe de co et j' est une modification élémentaire inférieure de £ le long
du graphe de o,

— de Oy-Modules inversibles Lq,...,L,.—1 munis de sections globales
)\17 e ,>\7‘71;
— pour chaque entier p=1,...,7, d’un homomorphisme de Oy x x-Modules

o _ _ _ _ _ P
u, (/\ Tg) ®0y ﬁ?(q D(p—1) ®0y ﬁ?(q Dp=2) . ®0y ﬁ?j‘ll n_ /\ &,
de telle sorte que le uplet

w=(ug,. .. up, (CLOD XY (2P Nty re o g7

—
soit un homomorphisme complet.

En faisant varier U, on définit de maniére évidente le champ C" des pré-
chtoucas itérés de rang r. Il n’est pas difficile de vérifier que c’est un champ
algébrique (au sens d’Artin), localement de type fini, muni d’un morphisme de
champs

(00,0, (L1, A1)y (Lro1,Ar21))) 1 C" — X x X x [A"H/GT Y.

Pour tout R C [r — 1], on dispose de la strate localement fermée C}, C C”
image réciproque de la strate [A7, /Gl € [A™7!/GIL Y. Sion écrit R =
{r1,...,7s—1} pour des entiers 0 = rg < r; < -+ < r5_1 < rs = 7, la don-
née d'un U-point de C}, au-dessus d’un U-point ((L£1,A1),..., (Lr—1, Ar—1)) de
[A% ! /Gr1] équivaut aux données suivantes :

— un diagramme 4 y

£ (L &' <J_> g
et deux morphismes co : U — X et o: U — X, ou & est un fibré vectoriel de
rang r sur U x X, j est une modification élémentaire supérieure de £ le long
du graphe de oo et j' est une modification élémentaire inférieure de &’ le long
du graphe de o,
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— une filtration décroissante
E=F2F 2 2F T 2 F =(0)

de 7€ par des sous-Op x x-Modules localement facteurs directs, de rangs r
T =T, T —T1,..., 7 —Ts_1,7 — 75 =0,
— une filtration croissante

(0):5(/)/gg{/gc ;ngg;/:g//

=

de &” par des sous-Op« x-Modules localement facteurs directs, de rangs 0
T0, 71y, Ts—1,Ts =T,
— d’isomorphismes de Oy« x-Modules

fafl o—1 N g o—1
Vo © fU ® ® Tﬁro, — gg(:l ® O@)L"Ta/

o’'=1

pouro=1,...,s.
Pour un tel U-point, on note

g =jE)CE et &= NE)CE

quel que soit 0 =0,1,...,s—1, & =& et & =&, et on note Gy = &1, G =
et

o—1 o—1
&y _
Go = g Doy <® c) et G, = (F7'N"E,) ®oy, (@%0)
g— o' =0 o’'=0
quel que soit 0 = 2,...,s. On définit des diagrammes de Oy x x-Modules
51 = (G ‘—>g{ «— "G1)
et
Go
_ i
go =
&l o—1
= @ou | Q) Lr, | <070
o—1 o'=0
pour 0 = 2,...,s de la fac;oNn suivante :

&

— la fleche de gauche de G; est induite par j et celle de droite est la composée

~

Tgl(_)'rgﬁ_)'rg/flég{li)gi’

— pour chaque 0 = 2,...,r, la fleche verticale
_ & o1
J:Gr = g Gy <® c)
o'=0
de Q} est induite par j, sa fleche horizontale de gauche est la composée

G, = Fleo, (@l Ln) — Lo, (®0L7L,)

~ :‘:g o—1 L 7 5; o—1 L
- ﬁ(@@rj ®0/:0 - - g oy ®0/:0 -
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ou j' est induite par j’, et sa fleche horizontale de droite est induite par la
composée

g(; — TE(T - 7—(c/‘a/Tga—l = Tg<7~

3.3. Chtoucas itéres

Soient R = {rq,...,rs—1} C [r—1] et
E=(loglogn Lrg

un U-point de Cf. Les diagrammes Q~1, e ,58 construits précédemment res-
semblent beaucoup a des chtoucas de rangs 1 —rg,...,Ts —Ts—1, a droite pour
le premier et & gauche pour les s — 1 autres. Suivant Lafforgue, nous allons
dresser une liste de conditions qui assurent que ces diagrammes sont bien des
chtoucas.

La premiére a été introduite par Drinfeld en rang 2 et porte sur la fibre du
chtouca pré-itéré au point générique de X. Elle peut s’exprimer sous les deux
formes équivalentes (a) et (a’) du lemme suivant :

Lemme 5. Pour tout p=1,...,r, notons u, la restriction de u, a l'ouvert de
U x X complémentaire des graphes des morphismes oo et o, et identifions les
restrictions de £ et £" & cet ouvert & laide de 5! o j. Avec ces notations les

deuz conditions ci-dessous sont équivalentes :

(a) il n’existe aucun point géométrique de U tel que la fibre en ce point d’un

des u, soit T-nilpotente,

(d') pour toutoc =1,...,s—1, on a F°N"E, = (0) dans "E.
De plus, si ces conditions équivalentes sont vérifiées, le plus grand ouvert de
U x X ou toutes les fleches des diagrammes G, ci-dessus sont des isomorphismes

rencontre chaque fibre de la projection canonique U x X — U suivant un ouvert
dense. ]

La condition (a’) implique que les restrictions & chaque fibre de la projection
canonique U x X — U des fleches horizontales des diagrammes Gy, ..., G5 sont
toutes injectives. Elle implique aussi que la somme

Fo+7E CTE

est directe et que, fibre a fibre de la projection canonique U x X — U, elle est
de méme rang r que 7&.
Les autres conditions sont de nature locale sur X :

b) £'/&! est un Oy« s-Module localement libre pour ¢ =0,1,...,5 — 1,
(o8
(¢) pour tout ¢ = 1,..., s, 'homomorphisme composé

ELc& -»E/5€)

est surjectif,
(d) pour tout c =1,...,s —1,ona Fo L +7& =T¢E.
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La condition (c) assure en particulier que, pour o = 2,...,s,
B g, o—1
j:ga—>g/‘7 R0y ®£r”1
o—1 o'=0

est un isomorphisme. Sous les conditions (a) et (c), on peut donc récrire, pour
o=2,...,s, le diagramme G, sous la forme

Go = (G5 =G, — "Gs).

Lafforgue montre alors les deux lemmes suivants.

Lemme 6. (i) Sous les conditions (a), (b), (c) et (d), le diagramme G
est un chtouca a droite de rang r1 et les diagrammes §2, . ,58 sont des
chtoucas & gauche de rangs ro —r1,...,7s — Ts—1. De plus, le pole de 51
est 0o, le zéro de ’g} est égal au pole de §0+1 pour o =1,...,s—1 et le

zéro de Gy est o. L
(ii) Les conditions (a), (b), (c) et (d) définissent un owvert Chtj, C Cr. O

Les objets de m; sont appelés les chtoucas itérés de rang r et de type
R. Un tel chtouca itéré admet un pole oo, un zéro o et des dégénérateurs
01 = X2,...,05—-1 = XOg.

Bien entendu, pour R = &, mﬁ n’est autre que le champ Cht” des chtoucas
de rang r.

Lemme 7. Il existe un unique sous-champ ouvert Cht" C C” tel que, pour
chaque R = {r1,...,7s_1} comme ci-dessus, la trace de cet ouvert sur Cy, soit
égale o Cht . O

Le champ Cht " est par définition le champ des chtoucas itérés de rang r.
Il contient comme ouvert dense le champ des chtoucas Cht”. Tout comme un
chtouca ordinaire, un chtouca itéré admet un degré, a savoir le degré du fibré
vectoriel sous-jacent &, et on a un découpage de Cht" en composantes

Chi" = []cne"™
dez

indexées par ce degré. Bien str, pour chaque entier d, Cht " est un ouvert

dense de Cht ™.
Pour chaque R = {ry,...,rs_1} C [r — 1], considérons le champ algébrique

ChtR = Chtrl Xx Chtm_rl XX,Frobx e XX,Frobx Chtrs_rs_l

qui paramétre les familles (&1, . . ., &) de « petits » chtoucas (a droite), de rangs
rL—7g,...,Ts —T's—1 respectivement, tels que le zéro 0, de & soit égal au podle
o002 de & et que, pour 0 = 2,...,s — 1, le zéro o, de &, soit le transformé par

Frobenius du pole 00,41 de E541. Cest un champ de Deligne-Mumford séparé
et lisse purement de dimension relative

(2r1 —2)+ (2(ro —7r1) —=2) + -+ (2(rs = 15-1) —2) = 2r — 2s

au dessus de X x X~ x X par le morphisme (0o, 00s,...,00s,0) 0il 00 = 001
est le pole de &1 et 0o = o, est le zéro de &.
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Lemme 8. Le morphisme de champs
Chtj, — Cht'

qui enwoie le chtouca itéré € sur (Gi,Froby(Gs),. .., Froby(Gs)), est fini, sur-
jectif et radiciel. (Rappelons que Frob, est le morphisme de Frobenius partiel
au dessus de l'endomorphisme Idx x Frobx de X x X.) O

Le champ Cht® se décompose en
Cht" = J] Cnt™
deEZ*
ou
Cht™% = Cht"™ " x x Cht"™ ™" X x Froby *** X X,Froby Cht™™ "= 1%
On notera

Chip = ] Chep™

de€EZ?

la décomposition image réciproque par le morphisme Cht ; — Cht” ci-dessus.
On vérifie que

——,d —— T = 7d ——7,de

Chtp" := Cht,NCht ™ = 11 Chtp

de€Z®
di+---ds=d—s+1

(le décalage —s + 1 provient des Frobenius partiels).

3.4. Chtoucas itérés et troncatures

Soient d un entier et p : [0,7] — R un parameétre de troncature. Pour chaque
p = 0,1,...,r, notons p(p) l'unique entier appartenant a 'intervalle de lon-
gueur 1

In(p) + gd —1,p(p) + f;)d]-

On définit alors des entiers dy, ..., ds par
dy=p(r1) et dy =p(re) —p(ro—1) — 1, Yo =2,...,s,
et des paramétres de troncature py : [0,71] = R,...,ps : [0,75 —75_1] — Ren

imposant que
~ P1
prlpr) =plpr) = =i, Ypr=1,....m — 1,
1

et

piad(n VPU = 17~~~7T0' —To-1.

po’(po) = ﬁ(rofl + po) - ﬁ(rofl) —-1-
Te —To-1

A décalage et normalisation prés, les p, sont essentiellement les restrictions de
p aux intervalles [r,_1, 7] comme dans la figure 1. On note
Cht¥% SP — CQpt"191 Sp X x Cht"2 142 <P2 X X Frobx
S X X Froby Cht™s Tem1dsi SP2 o Ot
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Fic. 1

Définition 4. Un pammétre de troncature p : [0,r] — R est dit p-conveze pour
un nombre réel u =0 si l'on a

(p(p) —p(p—1)) = (p+1)—p(p) = p, Yp=1,...,r = 1.

Une propriété est dite vraie « pour tout paramétre de troncature assez
conveze » s’il existe un nombre réel yu > 0 tel que la propriété soit vraie pour
tout paramétre de troncature qui est pi-conveze.

On remarquera que les paramétres de troncature p, définis ci-dessus sont
automatiquement (p — 2)-convexes dés que p est p-convexe.

Théoréme 9. Pour tout entier d et tout parametre de troncature p : [0,r] — R
qui est 2-convezxe, il existe un ouvert

r,d; <p

Cht cC"™?

de la d-ieme composante du champ des chtoucas itérés ayant les propriétés

suivantes :

,d; < rd; < .
— pour tout R C [r — 1], Cht; b= ChtR ACht "< est l'image réci-

proque par le morphisme fini, surjectif et radiciel ChtR — Cht® de louvert
2d; < :
Cht®ESP - en particulier, on a Chty, " " = Cht"™®% <P

,d; <
—le morphzsme de champs (00,0) : Cht %"
séparé et de type fini) ;
— si l’on suppose de plus que p est assez convexe relativement au genre de

la courbe X, le morphisme de champs (00,0) ci-dessus est lisse purement de
r,d; <p

— X x X est propre (et donc

dimension relative 2r—2 et le fermé complémentaire dans Cht de la strate
ouverte Cht"% SP est un diviseur a croisements normauz relatif sur X x X, qui

est réunion de r — 1 diviseurs lisses et dont la stratification canonique est celle

r,d; <p

par les ChtR pour R parcourant les parties non vides de [r — 1]. O

Références

[1] V. G. DRINFELD, Moduli varieties of F-sheaves, Funct. Anal. and its Appl. 21, (1987),
p.107-122.

SMF — Gazette — 88, Avril 2001



CHTOUCAS DE DRINFELD ET CORRESPONDANCE DE LANGLANDS 33

[2] V. G. DRINFELD, Proof of the Petersson conjecture for GL(2) over a global field of
characteristic p, Funct. Anal. and its Appl. 22, (1988), p. 28-43.

[3] V. G. DRINFELD, Cohomology of compactified moduli varieties of F-sheaves of rank
2, J. of Soviet Math. 46, (1989), p. 1789-1821.

[4] L. LAFFORGUE, Chtoucas de Drinfeld et conjecture de Ramanujan-Petersson, Asté-
risque 243, (1997).

[5] L. LAFFORGUE, Une compactification des champs classifiant les chtoucas de Drinfeld,
J. Amer. Math. Soc. 11, (1998) ; p. 1001-1036.

[6] L. LAFFORGUE, Chtoucas de Drinfeld et correspondance de Langlands, Prépublica-
tion de I’Université de Paris-Sud, Novembre 2000, http://www.ihes.fr/PREPRINTS/M00/
MOO-70.ps.gz

[7] G. LAUMON, La correspondance de Langlands sur les corps de fonctions [d’aprés
Laurent Lafforgue|, Séminaire Bourbaki, Mars 2000

SMF — Gazette — 88, Avril 2001



