LIVRES

COMPTES RENDUS

Theory of Algebraic Invariants
David Hilbert

The Algebraic Theory of Modular
Systems

F. 8. Macaulay

Cambridge University Press 1993

Ces deux ouvrages sont publiés par
Cambridge University Press dans une
nouvelle collection intitulée “Cambridge
Mathematical Library”, dont le but est
de proposer aux mathématiciens des
textes classiques & un prix abordable.

David Hilbert donna en 1897 a
I'Université de Géttingen un cours
dintroduction a la théorie des in-
varianis algébriques, cours conserve
sous forme de notes manuscrites
prises par son éleve Sophus Marxsen.
“Theory of Algebraic Invariants” est la
traduction anglaise de ces notes.

Le cours, constitué de 51 legons assez
bréves, présente deux parties. Dans la
premiére, Hilbert introduit les notions
dlinvariants et de covarianfs @ con-
sidérons V = ", et soit S lalgébre
des fonctions polynomiales sur V.
Alors le groupe linéaire Gi,,(C) opére
& gauche sur V, et & droite sur S. I
opére donc a gauche sur l'espace des
fonctions polynomiales sur S (resp. sur
S x V*). Un invariant (resp. un cova-
riant) d'ordre & est une fonction poly-
nomiale I sur S (resp. 5 x V*) telle
que pour lfout élément g du groupe
linéaire, on ait g - I = det(g)’]. En

fait, Hilbert considére essentiellement
le cas n = 2 pour les besoins de l'ex-
posé. Par une étude fine de l'action de
l'algébre de Lie de (i, il donne une
description explicite de [l'espace vec-
toriel des covariants et des invarianis
dordre 5. La deuxieme parfie est con-
sacrée essentiellement au ‘théoréme
de finitude” : lalgébre des invariants
est de type fini. I s’agit d'une conjec-
ture de Cayley, qui avait été démontrée
par Gordan lorsque n = 2. Hilbert
en donne une nouvelle démonsira-
tion, généralisable a n quelcongue;
elle repose sur le “théoreme de la
base de Hilbert”, qui affirme essen-
tiellement que i'algébre des polynomes
en n variables est noethérienns, et sur
Pusage des opérateurs de Reynolds.
Le cours s'acheve sur des applica-
tions géométriques de la théorie des
invariants algébriques. On y voit dégja
apparaltre, dans le contexie particulier
des courbes du plan projectif, la notion
de semi-stabilité au sens de Mumford.

La question fondamentale de la théo-
rie des invariants algébriqgues est le
probléme de finitude : étant donné un
espace vectoriel de dimension finie V
sur lequel un groupe algébrique af-
fine (7 opére lindairement, la partie G-
invariante de l'algébre symétrique de
V' est-elle une algébre de type fini?
Cest Je 145 probléme de Hilbert,
La question avait déja éié examinge
dans certains cas par Cayley et Gor-
dan entre autres. La démonstration de
Hilbert mentionnée ci-dessus apportait
une réponse positive lorsque le groupe



80

(G est réductif. Aprés les résultats de
Hilbert, la question resta en suspens
jusquaux ftravaux de Hermann Weyi,
qui vers 18939 détailla la théorie des
invariants algebrigues pour les groupes
de Lie classiques. M. Nagata donna
enfin en 1959 un exemple de groupe
non réductif qui admet une représenta-
tion V' pour laguelle l'algébre des in-
variants n'est pas de typs fini, et V. L.
FPopov montra en 1979 que pour tout
groupe algebrique affine non réductif, il
existe une telle représentalion.

Ces iravaux de Hilbert ont joué un
r6le crucial en géométrie algébrigue,
puisquils sont a lorigine de la theo-
rie des invarianis géométriques de D.
Mumford [2]. Cetie théorie a permis
de construire de nombreux espaces
de modules, notemment l'espace des
modules de courbes stables de genre
donné (F Knudsen et D. Mumford) et
l'espace de modules de fibrés vec-
toriels semi-stables de rang et degré
donnés sur une courbe projective lisse
(M. S. Narasimhan et C. 8. Seshadri).

“The Algebraic Theory of Modular Sys-
tems” fut publié pour la premiere fois
en 1916. £ S. Macaulay aimait les si-
tuations concrétes, et les constructions
explicites : son livre trafte de ce que
l'on appelle aujourd’hui algébre com-
mutative, mais toujours dans le cadre
des anneaux de polynémes, avec en
vue le calcul, ou tout au moins la
description, de l'ensemble des zéros
communs d'un systéme de polynémes.
Les deux premiers chapitres sont con-
sacrés aux notions de résultant et de
résolvant. Le résultant d’'une famille de
n polynémes homogénes Py, ... P,
en n indéterminées, est un polynéme

LIVRES

en les coefficients des F, qui san-
nule exactement lorsque les P, onf un
zero commun non trivial. Le résolvant
est une notion dérivée du résultant,
qui permst, en théorie, de calculer les
zéros communs des P,. Lalgorithme
ainsi obtenu serait trop lent pour des
calculs explicites, car pour n > 3, l'ex-
pression du résultant est compliquée :
les résolvants servent plutét a Ma-
caulay pour décrire les composantes
iréductibles et la dimension du lieu
des zeros d'un ideal (la dimension
‘de Krull” n'était pas encore connue).
Dans le iroisieme chapitre, Macaulay
souligne l'mportance des composantes
plongées, et introduit Ja notion d'in-
tersection complete. C'est ici qu'ap-
parait la notion d’anneau de Cohen-
Macaulay, sans qu'elle soit dégagée
expliciternent (on pourra consuiter [1]
pour une référence “moderne”). Dans
le dernier chapitre, Macaulay introduit
les notions d'idéal de Gorenstein (il
montre en particulier qu'une intersec-
tion compléle est de Gorenstein), de
multiplicité, et d’idéal parfait.

Macaulay avait une bien plus grande
prédilection pour les exemples con-
crets que pour les concepts abstraits;
ainsi, il donne le premier exemple
d’anneau integre qui ne soit pas
Cohen-Macaulay, mais ne dégage pas
la notion d’anneau de Cohen-Macaulay
pourtant inscrite en filigrane dans la
démonstration de son théoréme sur les
intersections completes (chapitre 3). La
préface de Paul Roberis est donc trés
utile, puisqu'elle expligue en quoi la
demarche de Macaulay differe des ap-
proches modernes, et met en lumiére
le rble de précurseur de Macaulay
dans des domaines comme [algébre
commutative, l'algébre homologique, et
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fes methodes de calcul dans les an-
neaux de polynémes. Elle s'accom-
pagne d'un glossaire indispensable,
car le langage a beaucoup changé
(ainsi Macaulay appelle modules nos
idéaux).

C’est une chance pour les mathémati-
ciens que de pouvoir lire ces deux ou-
vrage dont le contenu a profondément
influencé les mathématiques de ce
siecle; c’est aussi l'occasion, et le
plaisir, de découvrir deux personna-

Heat kernels and Dirac operators

Nicole Berline, Ezra Geizler et

Micheéle Vergne

Edition Springer—Verlag 1992
Grundlehren der mathematischen

Wissenschaften 298

Soit M une variété riemannienne com-
pacte, que nous supposerons orientée
et de dimension paire 2l. Les opéra-
teurs de Dirac ont été infroduils dans
le contexte riemannien par Aliyah-
Singer et Lichnerowicz. Ce sont cer-
tains opérateurs différentiels d'ordre 1
opérant sur les sections dun super-
fibré hermitien £ = Y © &~ sur M.
Plusieurs opérateurs différentiels clas-
siques sont des operateurs de Dirac
(voir Atiyah-Singer) :

1) Lopérateur de Dirac sur un variéte
spinorielle orientée de dimension pairs,
et ses versions tordues par un fibré
complexe hermitien.

1) Lopérateur \/2(0 + 0 ) sur une
variété Kathérienne, et ses versions
tordues par un fibré holomorphe her-
mitien.

jités mathématiques lrés différentes, et
toutes deux fascinantes.
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i) L'opérateur de signature.

V) Uopérateur d + d* o0 d est I'opéra-
teur de de Rham et d* son adjoint.

Un opérateur de Dirac D est somme
directe de deux opérateurs DV et
D™, oty DY envoie l'espace des sec-
tions différentiables T'(M,ET) dans
T(M,E7), et ou D™ est l'adjoint de
DY, Uopérateur D* est elliptique, et
son indice peut élre calculé comme
cas particulier des théorémes d'Atiyah-
Singer. Cependant, avant et aprés
les travaux d'Atiyah-Singer, on s’est
intéressé a des méthodes donnant di-
rectement lindice des opérateurs de
Dirac (ou de certains des opérateurs
de Dirac). Celles basées sur I'équation
de la chaleur, et plus précisément sur
I'étude du comportement asyrnpfotique
du noyau de la chaleur au voisinage
du temps t = 0, permettent de défi-
nir un “indice local”. C'est une forme
différentielle sur M qui est calculée
focalement en fonction des jets de la
métrique riemannienne. De plus [in-
dice est lintégrale de lindice local. Le
calcul de lindice local (au moins dans
fes cas classiques) —et en particulier
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le fait conjecturé par McKean-Singer
qu’il ne deépende que de la courbure
riemannienne— est dil a Patodi, Gilkey,
Aliyah-Boti-Patodi if v a une vinglaine
d’'annees, par des méthodes indirectes.

Pius récemment de nouvelles démons-
trations de lindice Jocal sont appa-
rugs (citons Geizler, Bismut, Berline-
Vergne), suffisamment directes pour
s’glendre au cas des opérateurs de
Dirac equivarianis el au cas des fa-
milles d’opérateurs de Dirac. L'objet du
livre de Berline, Getzler et Vergne est
Pétude de ces théoremes dindice io-
cal.

Voyons plus en détail le contenu du
livre. Les chapitres 1 a 3 contiennent
les résultats d’analyse et de géoméitrie
différentielle utilises par la suile, no-
tamment la théorie de Chern-Weil et
Quillen des classes caraciéristiques,
les définitions de géomeétrie rieman-
nienne et spinorielle {construction des
opérateurs de Dirac, formule de Lich-
nerowicz), la construction du noyau de
ja chaleur, l'exisience de son déve-
loppement asympiotique, la formule de
McKean-Singer.

Le chapitre 7 est aussi un chapitre
de geoméirie différentielle, exposant la
theorie des formes différentielles équi-
variantes, la généralisation de la théo-
rie de Chern-Weil dans ce contexte et
la formule de localisation de Berline-
Vergne. Ces notions ont trouvé de
nombreuses applications depuis une
dizaine d'années, et ce chapitre de
40 pages peut étre utilisé indépendam-
ment du reste du livie comme une
excellente référence.

Pour expliquer le coeur du livre, in-
freduisons quelgues notations. Pour
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t > 0 on considére Fopérateur ¢ 'Y

dans fespace I'(M,£). Cet opérateur
admet un noyau k{i,z,y} (cest le
noyau de la chaleur) qui est une fong-
tion différentiable de t > 0, =z € M,
y € M, et k{i,z,y) est une applica-
tion linéaire de la fibre £, dans la fibre
&y En particulier, k{t,x) = k{{,2, )
est un endomorphisme de la fibre £,
el, dapres la formule de McKean-
Singer (notant sir fa différence des
fraces dans les parties paires et im-
paires) lindice de DV est égal 2
Jap str(k(t, @))de, quel que soit t > (.
La fonction k(t,z) admet au voisinage
de t = 0 un développement asympto-
tique

k(t,z) = (4zt)™! Zéjlsj(a?).

i>0

Le théoreme de lindice local classique
affirme que strik;{z)) est nul pour
i < 1, et donne une formuie pour
striki(x)).

Dans le ch.4, les auteurs donnent
une version plus précise du théoréeme
de lindice local. Comme elle sert
de protolype au reste du livre, je la
décris dans le cas de l'opérateur de
Dirac d'une variété spinoriells, tordu
par un fibré hermitien YW muni d'une
connection V. La fibre £, en un
point « € M est édgale a 5, ®
W,, ot S est le fibré des spineurs
construit sur 'espace cotangent 1™ M
de M. lespace des endomorphismes
de S, est isomorphe & lalgébre de
Clifford Cr(M} de TXM. Lalgebre
Co (M) admet une filtration croissante
Crpji, g = 0,..20, telle que le gradué
associe soit isomorphe a [falgébre
extérieure AT M. Il se trouve gue
kj(x) appartient a Cy 25 © End(Wy).

GAZETTE DES MATHEMATICIENS
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On peut donc considérer son image
ai(k(x)) dans A¥T; M © End(W,),
et le symbole total o(k) = 5 o;(k),
qui est une forme (différentielle paire)
a valeurs dans le fibré End(W). Le
théoréme 4.1 du livre est la formule
suivante pour o(k)

(1)

o(k) = A(M)exp (—F).

lci A(M) est la forme calculant le A-
genre de M a laide de la courbure
riemannienne, et F' est la courbure de
¥V de sorte que la forme tr{cap(—£"))
est le représentant du caractéere de
Chern de £ associé a V. Le théoréme
de lindice local classique s’obtient en
considérant la partie homogene de
degré 21 de la formule (1).

Deux démonstrations de ce théoréme
sont données, l'une due a Gelzler au
ch. 4, et lautre a Berline-Vergne au
ch. 5.

Dans les ch. 6 et 8, les auteurs corn-
sidérent des opérateurs de Dirac équi-
variants sous l'action d’'un groupe com-
pact (. Pour tout élément v de G,
ropérateur ve~'P”° admet un noyau
ky(t,x,y). Lévaluation asymptotique
de k.({,x,x) conduit a une généra-
lisation de la formule (1), exprimée en
terme de formes différentielles sur la
varigté M" des points fixes de vy dans
M a valeurs dans le fibré End(£) res-
treint a M7Y. Cette formule implique
des formes équivariantes de [lindice
local due a Patodi et Gilkey, et la
formule d’Atiyah-Segal-Singer pour I'in-
dice des opérateurs de Dirac équiva-
riants.

Supposons maintenant v de la forme
exp X, o0 X est petit dans l'algébre
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de Lie de (7. Les auteurs monirent
d'abord (suivant Berline-Vergne) gue
la formule de localisation du ch. 7
permet d'écrire la formule d’Atiyah-
Segal-Singer au point exp X comme
lintégrale d'une forme différentielle
équivariante |, o(X). La formule ob-
tenue est appelée ‘“formule de Kiril-
lov” par les auteurs car, de méme
gue la formule d'Atiyah-Segal-Singer
implique la formule d'H. Weyl pour le
caractére des représeniations irréduc-
tibles de (7, la formule obtenue im-
pligue celle de Kirillov. lls expliquent
ensuite (suivant Bismuf, mais par
une méthode différente) comment on
peut déduire directement cetle formule
d'un théoreme local pour un noyau
kx(t,z,y) dont la définition est due
a Bismut.

Les ch. 9 et 10 traitent le cas de fa-
milles d'opérateurs de Dirac 1), sur
des variétés M, qui sont les fibres
d'un espace fibré M — B. Lorsque
la dimension du noyau de D est
constante, lindice de la famille D}
est le superfibré sur B de fibre
ker DF @ ker D . (En général, d’aprés
Atiyah-Singer, lindice est bien défini
dans K(B), mais l'accent est surtout
mis dans ce livie sur des objets ex-
plicites plutét que sur des classes).
Le chapitre 9 expose une genéralisa-
tion de la formule de McKean-Singer.
Suivant Quillen et Bismut, les auteurs
considérent une famille de supercon-
nexions A, définies pour t >

A, est un opérateur différentiel d’ordre
1 sur M qui consiste en gros a
ajouter a une connexion sur le fibré
de base B de fibre (de dimension
infinie) T(M, E.) Popérateur \/tD,.
Pour tout t > 0 [lopérateur e~
est une forme sur B a valeurs dans
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les endomorphismes de 1'(M., &,) et
str(e™?1) est une forme différentielle
sur I3 dont la classe représente le ca-
ractére de Chern du fibré indice. En
fait, pour t tendant vers oo, la forme
str{e™®7) tend vers une limite qui est
le représentant du caractére de Chern
associé a une certaine connexion sur
je fibre indice.

Le chapitre 10 porie sur [lindice Jo-
cal des familles : pour ceriaines su-
perconnexions définies par Bismut, le
theoréme de Bismut affirme que la
forme sir{e=®i) admet une limite
jorsgue ¢ tend vers 0, et cetle limite
est calculée (ce qui implique la for-
mule d’Atiyah-Singer pour le caractére
de Chern du fibré indice). Par les
méthodes du ch. 4, les auteurs obtien-
nent ce théoreme d'une genéralisation
de leur formule {1).

En conclusion, le présent ouvrage con-
tient un exposé tres a jour des résul-
tats sur lindice focal des opérateurs

Harmonic maps and minimal im-
mersions with symmeilries

J. Eels et Andrea Ratlo

Annals of Mathematics Studies

Princeton University Press 1993

Le but de ce livre est de donner
un exposé unifié et délailié de plu-
sieurs résultats importants obtenus ces
derniéres annees dans le domaine
des applications harmoniques et des
immersions minimales entre variétés
riemanniennes. Le point commun a
tous ces résultats est la présence de
symétries permetiant la réduction de la
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de Dirac, depuis ceux ‘classigues”
de Patodi jusqu'aux versions Jes plus
générales . indice local des opérateurs
de Dirac éguivariants, formule “de Kiril-
lov”, théorémes de Bismut sur lindice
local des familles. Les demonsirations
souvenit  originales,
et relativement éiémentaires. Tous les
préliminaires sont traités dans Jje livre,
ceux que ion peut trouver ailleurs
avec éventuellement plus de details
{les résultats de base de géométrie
différentielle et rismannienne, et sur le
noyau de la chaleur) et ceux qui ne
figuraient que dans des articles (parti-
culiérement le chapitre 7, traitant de la
“thécrie de de Rham équivariante”). Ce
livre est fortement recommandé a fous
ceux qui s'interessent a 'un des sujets
suivanis © noyau de la chaleur, opéra-
teurs de Dirac, indice des familles.

sont complétes,

Michel Duflo
Université Paris 7-Denis Diderot
URA 748 du U.N.R.S.

dimension du probléme gtudie.

La premiére des trois parties qui com-
posent ce livre commence par le rap-
pel d'un certain nombre de généralités
sur les fonctionnelles Energie ef Vo-
jume, et sur leurs points criliques res-
pectifs, les applications harmoniques
et les immersions minimales. Bien
gue ces deux notions correspondent a
des problemes variationnels totalement
différents, un tres grand nombre de
liens existent entre elles. Les auteurs
en donnent quelques uns. Ainsi, par
exemple, une immersion riemannienne
est minimale si et seulement si elle
est harmonique, alors qu’une submer-

GAZETTE DES MATHEMATICIENS
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sion riemannienne est harmonigue si
el seulement si toutes ses fibres sont
minimales.

Les auteurs s'intéressent ensuile a
ja notlion dimmersion a courbure
moyenne paralléle (c.m.p.) qui est une
généralisation natureile de celle dim-
mersion minimale (courbure moyenne
nulle). Dans le cas particulier des
immersions de codimension 1 entre
variétés orieniées, la propriété “c.m.p.’,
qui revient alors simplement a dire que
la norme du champs des courbures
moyennes el constante {(c.m.c.), de-
vient la propriété caractéristique des
points critigues du probléme variation-
nel isopérimétrique (i.e. extéme liés
du Volume). Les auteurs monirent
de ce fait en défail avant de don-
ner une preuve compléte du célébre
théoréeme d’Alexandrov (les sphéres
sont les seules hypersurfaces com-
pactes plongées a c.m.c. de [l'espace
Euclidien).

Le cas ou la variété source est
une surface de Riemann présente un
grand nombre de particularités. En ef-
fet, dans ce cas, on peut associer de
maniére naturelle a toute application
harmonique, ainsi qu’a toute immer-
sion a c.m.p. a valeurs dans un es-
pace forme, une différentielle quadra-
tique holomorphe. Parmi les nombreux
résultats fondés sur cefte remargue il
y a le théoreme de Hopf (les sphéres
sont les seules surfaces compactes a
c.m.c. de genre zéro immergées dans
R7), et le théoréeme d'Almgren-Calabri
(foute surface minimale compacte de
genre zéro immergée dans la sphére
S? est un équateur).

L'autre fait important caractéristique
du cas Z2-dimensionnel est la corres-
pondance biunivoque qui existe entre

les solutions bornees de ['équation
de Sinh-Gordon et une classe dim-
mersions a c.m.c. définies sur e
plan R®. cette construction, due &
Wente, est ires importante vus les
théorémes d’Alexandrov et de Hopf
sus-mentionnes.

ia technique de réduction apparait a
la fin de cette premiéere partie. Son
schéma général est donné comme
suit :soientp: M — Peto: N — (@
deux submersions riemanniennes. Une
application ¢ M — N est dite
{p, o )-équivariante si elle induit une
application ¢ P — @ telle que
o o¢ = ¢op. La réduction consistera
alors en les 2 étapes suivantes :

(i) Montrer gu'une application équiva-
riante ¢ est harmonique (ou minimale)
si et seulement si elle est station-
naire parmi les applications équiva-
riantes (i.e. pour la restriction de la
fonctionnelle a i'espace des applica-
tions équivariantes),

(i) Traduire sur ¢ I'harmonicité {ou la
minimalité) de ¢.

Les auteurs donnent quelques situa-
tions Importantes ou [I'étape (i) est
vérifiée. Dans le cas ou P peut étre
choisi de dimension 1, [létape (ii)
donne lieu a des équations différen-
tielles ordinaires (E.D.O.).

La seconde partie, qui est le coeur du
livre, contient de belles illustrations du
schéma que nous venons de décrire.
Presque tous les résultats et les cons-
tructions qui y sont présentés sont dus
a W. T Hsiang, seul ou avec des col-
laborateurs (B. Lawson, W. T. Hsiang,,
Sterling, Tomteretc.). En effet, les au-
teurs y donnent une preuve détaillée
des résultats suivants :

e Tout espace homogéne riemannien
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compact admet une immersion har-
monique (resp. minimale) dans une
sphere.

e Classification des hypersurfaces mi-
nimales compacies {resp. a c.umn.c.
complétes) de révolution {ie. SO(n —
1}-invariantes) de la sphére 5™ (resp.
de B,

e Existence dune infinité dhyper-
surfaces minimales (non équaloriales)
de S* qui sont difféomorphes & 57
(ce résultat est a comparer avec les
théorémes d’Alexandrov et de Hopf).

La preuve de tous ces resultats, a
Pexception du premier, passe par une
analyse fine de certaines E.D.O.

La troisiéme et derniére partie du livre
est consacrée aux applications har-
moniques entre sphéres. Elle com-
mence par le rappel des exemples
classiques (applications propres, fibra-
tions de Hopf, multiplications orthogo-
nales...). Les auteurs s’iniéressent en-
sujte aux “joints” d'applications har-
moniques définis par Smith © si « -
[0,7/2] — [0,7/2] est une fonction
différentiable qui fixe O et n/2, e
w-joint u %, v de deux applications
w87 — 57 et v §1 — 55 est
une application de SPTeH! & valeurs
dans S9t°+). Dans le cas ot u el v
sont des applications propres, la condi-
tion d’harmonicité sur w *, v se réduit
a une E.D.O. vérifiéce par «. Les au-
teurs donnent des conditions néces-
saires et suffisantes pour lexistence
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de solutions de cette éguation. Une
des conséquences importantes de ce
travail est I'existence d’'un représentant
harmonigue dans chague classe d'ho-
motopie d’applications de 5" dans S™
pour tout n < 7, ainsi que pour n = 9.

Un traitement analogue est effectué
pour les «-Hopf constructions as-
socides & une application f . S7 X
S? - 5", et qui sont des applications
de S7+e+L 4 valeurs dans St

Ce livre est intéressant a plusieurs
égards. La premiéere partie est une
bonne introduction au sujet. Le reste
du livre constitue une présentation
quasi-exhaustive des résultats les plus
importants obtenus par celte msthode
de réduction et montre comment des
problémes trés sérieux de Géométrie
riemannienne peuvent se ramener a
lanalyse (non moins sérieuse) de
certaines E.D.O. Par ailleurs, hormis
quelques imprécisions, la rédaction du
livre est claire et son organisation est
excellente, ce qui rend sa lecture tout
a fait agréable. On ne s’y sent jamais
perdu, les paragraphes et les chapitres
se succédant selon une logique simple
et naturelle. Les commentaires donngés
au début et a la fin de chaque chapitre
seront trés appréciés du lecteur. En
somme, c'est un livre qui mérite am-
plement une place dans foute bonne
bibliothéque.

Ahmad El Soufi
Université Frangois Rabelais - Tours
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differential Algebra and Diophantine Geomelry
. Buium

lermann 1994 (192 pages, 130 Francs)

_es deux thémes de cet ouvrage ne pourraient guére avoir histoires plus
Jifférentes. La géomsirie diophantienne, c'est-a-dire I'étude des solutions ration-
velles d’équations algébriques a plusieurs variables a coefficients rationnels, re-
nonte aux origines des mathématiques, et en a &té une source dinspiration
onstante. Quant & l'algébre différentielle, la “description” qu’en donne 1. Kaplansky
Jans sa préface a4 [K] monire guelle est tout au plus sexagénaire : “Differen-
Yal algebra is easily described : it is (99 per cent or more) the work of Hitt
and Kolchin”. Une version géométrique de l'aigébre différentielle, développée ces
Jernieres années par l'auteur 4 la suite des travaux de Cassidy et Koichin (voir
'K2], [B1]), I'a récemment conduit & la solution de plusieurs problemes classiques
de géomstrie diophantienne (voir par exemple [B2], [BV]). C'est a cetlle jonction
Jes deux thémes qu’est consacré le présent livre.

Une mise en garde toutefois : la géométrie diophantienne dont il s’agit ici est
selle des corps de fonctions de caractéristique nulle : le corps (3 est remplace,
dans le cas le plus simple, par le corps K = C(t) des fonctions rationnelles
4 coefficients complexes, et on recherche les solutions (z,y) dans K* d'une
squation P{X,Y) = 0, ot P est un polynéme & coefficients dans K. Lexistence
d’une dérivation nen triviale O — d/dt sur K simplifie considérablement la vie.
Par exemple, si #" + y" = 1, alors "~ '0x = —y" '8y, d'ol lon déduit, pour
Jx8y # 0, que le maximum h des degrés des numérateurs et des dénominateurs
de x et y vérifie (n — 1)h < 2h. Les seuls points K -rationnels des courbes de
Fermat d’exposants > 3 sont donc les points “constants” (z,y) € C?. Certes,
on peut aussi cacher le réle de 0 dans la démonstration, en notant qu'un point
K -rationnel non constant fournit une injection du corps C(X)[Y]/(Y" — 14 X™)
dans C(t), ce qui contredit le theoreme de Luroth pour n > 3. Mais méme quand
leurs démonstrations sont ouvertement “différentielles” — comme c’est bien sdr le
cas ici — les énoncés sur les corps de fonctions jouent un réle important en

s

géomstrie diophantienne. Le titre de 'ouvrage est donc approprie.

S. Lang a conjecturé en 1960 l'analogue fonctionnel suivant de la conjecture de
Mordell : soit X une courbe algébrique définie sur K, de genre > 2; alors,
ensemble X (I} des points K -rationnels de X est fini, & moins que X ne soit
K -isoconstante (c'est-a-dire birationneilement isomorphe sur I & une courbe X,
définie sur C ), auquel cas, a un nombre fini d’exceptions pres, X (K) se ramene
comme dans l'exemple ci-dessus & X,{C). Ce probléeme servant de fil conducteur
au livre de Buium, il en sera de méme dans ce compte-rendu.

La premiére preuve, due & Manin (1963), de la conjecture de Lang fait jouer un
rdle central & la dérivation 0 : elle attache aux points P de X(K) des équations
differentielles & second membre Ly = fp, ou [ € K[J] est une équation de

n° 62 - OCTOBRE 1994



kel LIVRES

Picard-Fuchs pour X /I, doni la dégénsrescence éventuelle permet de détecier
lisoconstance de X . Je renvoie & [L] pour un historigue sur la question, et pour la
preuve de Parshin de 1968 (a § cachg), qui a ouverl la voie au passage de I &

Q.

Une seconde approche de fa conjecture de Lang a été développée par W,
Schmidt, a la suite de travaux de C. Osgood. Bien qu'elle ne permette de trailer
qu'un type restreint de courbes (les courbes hypereliiptiques de genre > 8, dans
[5], 1.3), je crois utile de la citer ici © inspirée de la méthode de Thue, elle attache
aux points de X(K) des approximations rationnelies de solutions d’équations
differentielles algébriques, et reprend a ce propos I'étude initise par Kolchin dans
[K1]. I s'agif donc sans conteste d'une preuve par l'algébre différentielie.

Sans éire fotalement étrangere a celle de Manin, l'approche de Buium est
encore différente. Tout d'abord (et c'est déja une nouveauté dans le domaine),
la conjecture de Lang est établie par le biais de I'énoncé plus général suivant {dont
lanalogue arithmétique regroupe des guestions de Manin, Mumford et Lang) :
plongeons la courbe X (supposse de genre > 2) dans une variéié abslienne
A, et soit M un sous-groupe de rang fini de f‘g(?‘?), ot K désigne une cldture
algsbrigue de K. Si X rencontre M en un nombre infini de points, alors X /K est
isoconstante. La preuve, qu'on va maintenant esquisser, met en jeu les principaux
outils developpés dans le livre :

— d'abord, une commodité technique (dont il serait agréable de se débarrasser) :
on remplace le corps différentiel (K ,0) par un “domaine différentiel universel”
(£, 0), ou toutes les équations différentielles algébriques ont des solutions.

— en second lieu, la notion, cruciale, d*adhérence différentielle” 7* d'un sous-
ensemble 7 dune variété algébrigue Y /I : c'est 'ensemble des éléments de
Y(F") qui satisfont foutes les équations différentielles algébriques (4 coefficients
dans I') satisfaites par les éiéments de Z. Ce n'est donc en général pas un
[ -sous-schéma de Y.

-~ enfin, une passerelle vers la géomélrie algébrique usuelle @ a la varidté
algebrique Y /I, on associe un F-schéma {(de dimension infinie, en général)
Y'° au-dessus de Y, qui est munj d'une action naturelle de O; les points de
Y se relévent canoniquement sur Y™, et les dérivées successives des fonctions
réguliéres sur Y s'interprétent comme des fonctions réguliéres sur Y °°. Ainsi, pour
tout sous-ensemble Z de Y(I'), le relévement 7™ de Z* dans Y°° constitue
(Pensemble des points d'un F-sous-schéma, stable sous §, de Y ™. Ft dés que les
solutions du systéme différentiel attaché & 7" ne dépendent que d'un nombre fini
de “constantes d'intégration”, 7" est un ['-schéma de dimension finie.

Dans le probleme de Lang généralisé, le sous-ensemble 7 = M de A(F) est un
sous-groupe de rang fini. Cela entraine que le sous-schéma horizontal H — M*™
de A%, est un “vrai” sous-groupe algébrigue du F-schéma en groupe A%°. L3
ou la theéorie de Manin faisait apparailre des extensions de la cohomologie de de
Hham de A, c'est 4 des extensions de A elle-méme par des groupes vectoriels

GAZETTE DES MATHEMATICIENS



LIVRES fa3?]
que Buium aboutit ainsi.

Dans ces conditions, supposons X M M infini. Alors, le F-schéma W =
X My M* Pest aussi, et domine donc X. On est finalement ramené a pouver
gu'une sous-variété horizontale W d'un “groupe algébrique differentiel” I /I ne
peut dominer X que si X est isoconstante. La preuve que le livie donne de
cet énonce est délicale, mais 'exemple suivant le rendra plausible @ supposons
gue H soit un groupe vectoriel Alors, Il s'interpréte comme un Fla}-module
de dimension finie sur I, et W comme Fld]-sous-module dune puissance
symétriqgue de H. Comme I est différentiellement clos, le classique lemme du
wronskien montre que H et W se déduisent par exiension des scalaires a I’
des C-espaces vectoriels formés par leurs vecteurs horizontaux. Autrement dit, W
est isoconstant. Lisoconstance de X, que W domine, découle alors de proprigies
standard des variétés absliennses sur les corps de fonctions.

Arrivé & ce stade, le lecteur {ou tout au moins le rapporteur) est prét a entrer
dans Je vif du sujet il trouvera au chapitre 2 les énoncés de base de lalgébre
différentielie (théorémes de Ritt, Kolchin et Seidenberg), qui jouent, par rapport a la
nouvelle “géométrie algébrigue différentielle” mentionnée plus haut (et exposee au
chapitre 3), le role de l'algébre commutative par rapport a la géométrie ailgebrigue.
La théorie est illustrée au chapitre 4 par I'étude des fibrés sur les varigles
rationnelles, et des espaces de jels de leurs sections. Les chapitres & et 6, qui
forment le coeur du livre, soni consacrés aux variétés abéliennes A/F, et plus
particuliérement a ladhérence différentielle A} de I'ensemble des poinis de torsion
de A(I"). Comme on l'a *w’, Al est une extension vectorielle de A : sa trivialité
fournit un nouveau critére dliscconstance de A, el lauteur la décrit en détail
quand A est une courbe elliptique. Oulre 'énoncé mentionné ci-dessus sur les
sous-groupes de rang fini de A(F), il en déduit, en termes d'équations de Picard-
Fuchs, une intéressante caractérisation de 'adhérence différentislle (dans la droite
affine sur I') de l'ensemble des invariants de Legendre d'une classe dlisogénie
de I'-courbes elliptiques. Enfin, les applications a la géoméirie diophantienne sont
rassemblées au chapitre 7 : versions fonctionnelles des conjectures de Manin-
Mumford-Lang et de Mordell, et du théoréme de Siegel sur les points entiers.
Pour déduire la seconde conjecture de la premiére, on fait bien entendu appel a
Vanalogue sur K du théoréme de Mordell-Weil. Ce résultat, di & Lang et Néron,
fait 'objet du chapitre 1 du livre, tandis qu'un appendice reproduit une preuve du
grand théoréme de Picard, qui intervient dans ja démonstration, omise ci-dessus,
de lisoconstance de X .

Les questions d'effectivité ne sont pas abordées dans cet ouvrage. Buium signale
une majoration explicite du cardinal de X(K), mais je doute que sa méthode
fournisse une borne pour la hauteur h des éléments de X (K ). (De telles bornes
effectives sont connues; cf [L], et aussi, dans fe cadre différentiel, [S]). I serait
intéressant de préciser ce qulil en est, de ce point de vue, de la méthode de
Manin.
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Le livre suppose connu le langage de base de la géométrie algébrique, mais
rien de la géométrie diophantienne ni de lalgébre diffsrentielle. Comme notre
resume ne donne qu'un apercu de ses nombreux résultats, on ne s'étonnera
pas d'apprendre qu'il est dense. Sa lecture en est heureusement facilitde par un
plan clair et un index soigneusement composé, et par le souci qu'a [lauteur
de resireindre la présentation de sa théorie aux cas les plus simples (les
références bibliographiques permettent d’aller plus loin). On aimerait néanmoins
plus d'exemples concrets, et je recommande & ce propos linfroduction de [B1]
(ainsi que [BV], p. 305) comme accompagnement & ce livre.

Puisque jen suis venu aux critiques, je dois signaler, outre les fautes
typographiques que chacun saura corriger (I : a au lieu de I, au milieu de la
p. 22, oo au lieu de 0, au bas de la p. 56; ..), plusieurs erreurs dans les
reférences internes du livre (6.4 au lieu de 6.3, p. 130; 2.7 au lisu de 6.1, 4 la
fin de la p. 166; ...). Enfin deux critiques destinées (méme par ces temps de 1X)
a lediteur : la lecture serait simplifiée si le haut de chague page faisait apparaitre
e n°du chapitre; et le colt modéré de I'ouvrage n'excuse pas les déplacements
intempestifs de la ponctuation!

Lalgebre différentielle est réputée d'accés difficile. Le livre de Buium, par les
relations qu'il tisse avec la géométrie algébrique, et par les applications qu'il en
tire 4 un domaine aussi classique que la géoméirie diophantienne, devrait lui faire
connaftre une pius large audience.
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Les enjeux du mobile, Mathématique, physigue, philosophie
Gilles Chéatelet

Collection Des Travaux,

Editions du Seuil, octobre 1993.

Le livre de Gilles Chatelet est un événement. Combien de mathémaliciens va-1-il
réveifler? Afin quils considérent autrement leurs axiomes et fechnigues regus.
s verront lintuition capturée dans leurs caiculs, l'un d'eux saura en nourrir sa
recherche. Lappel vient de la philosophie qui pense le physico-mathématique.
Décourageant toute neutralité, ruinant les habitudes d'un vieux ménage a tois,
elle montre une dynamigue de 'entendement et découvre une grammaire vivanie
de gestes et de diagrammmes. Le livre est riche, en style superbe. 1l m’évogque
la danse d'un projectile animé, vorace et décidé, une ame assoiffée de chocs
qgui s'enioure de nouvelles sphéres auprés de tout ce qu'elle touche. Pour
en rendre comple, je préfére survoler de Jloin et prendre dans le lexie jusie
quelques figures, comme des proies brutalement attrapées. La voie suivie par
Gilles Chételet demande fintervention de plus en plus grande de notre propre
corps. Premigérement I'étre mathématique en jeu n'est pas simplement abstrait du
réel, ni venu dimplications logiques de toute éternité. Le voila qui entre en scéne,
pour saisir la dimension, la force ou le travail; il s'exprime dans les découpages
virtuels, conjugant acte et puissance. Sa figure est la ligne pointiliée :

Figure 1
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Pour apprécier “le libre pouvoir d’agir des forces internes”, l'expérience de pensée
installe le pointillé dans un fluide (Archimede) ou dans fout systéme mécanique
a I'équilibre (Lagrange), proposant “tout ce dont le systéme est capable . rompre,
distordre, etc.”. Le long de la découpe des fleches illustreraient le tenseur énergie-
impulsion. De méme Cauchy ou Poisson st Riemann provoquent une cavité
virtuelle dans la droite complexe @ ‘le plan devient charnel’. Selon Leibniz le
métaphysicien doit propulser vers la matiére certaines composantes de son propre
corps. Une fois disposé 13, I'homme se redresse pour donner ['élasticité du
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mouvement (puis un mouvement du mouvement). Le graphique est un diagramme
d'Oresme :

Figure 2 /€

\i‘
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7

SIS NN
d : e / . // e

[ = vt; le temps est un parameétre (extensif), la vitesse (infensive) est verticale,
la longueur représentée par laire. Mis en perspective (couchés, renversés,..),
ces diagrammes donnent I'horizon de la relativité restreinte, de la mécanique
ondulatoire. lls précédent Famplum de Leibniz :

A= /[{l[

(I comme intensité, le lagrangien, A comme action),
Figure 3
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puis redoublent d'effort dans les intégrales d'amplitude de Feynman

zf Idt

Z:/'Dve "

qui enveloppent tous les chemins possibles pour élire la quantité mesurée.
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La gquatrieme figure sera celle du centre dindifférence (polarité magnéetique, point
de ramification,..)

Figure 4

0

A la maniére de Kant poursuivant le concept de grandeur négative, Argand
propose une balance dont la fleche laiérale pointe le nombre imaginaire comme
une moyenne geometrique

: -1

+1
Le corps est pris dans lindécision qui oblige I'émergence d'un nouvel éire ou
d'une nouvelle dimension. Cette force de l'ambigiité qui “taraude lentendement
jusqu’a l'éclaiement” est au cosur de la philosophie de la nature allemande (Fichie,
Schelling, Hegel). Le théme du livre tient dans la phrase de Schelling :

La Nature doit étre I'Esprit visible, et I'Esprit la Nature invisible.

Arrive alors “Tobscure production des dimensions”. La théorie de l'extension de
Grassmann veut nous maintenir éveillés face a la production de l'espace, avec
ses articulations, ses orientations. Dans une “mobilité généralisable”. Lorsqu'on
enseigne lalgébre’ lindaire ou qu'on utllise ses théorémes pour résoudre un
probléme, on s’incline souvent devant son efficacité, mais on oublie ce qui produit
cette fécondité. C'est seulement a travers Jes changements de points de vue
qu'on percoit a nouveau les gestes productifs : pensez aux sommes directes,
aux produits tensoriels, par exemple dans les catégories de représentations
(groupes quantiques, algébres affines, reconstructions tannakiennes,..). Grassmann
engendre I'espace par multiplication vectorielle, non commutative; on est loin d'une
coliection amorphe de points. Le dessin sera celui du bonhomme d’Ampeére, car il
garde les yeux ouverls sur les ‘rapports de situations” et la prochaine dimension.
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Figure 5

Enfin toute acquisition réclame un degré de plus, un dépassement, un détour.
Par exemple il faut un “angle de vue” pour saisir la longueur, un compas pour
comprendre en méme temps les extrémités d'un intervalle.

Figure 6

Cest le point de vue de Schelling : magnétisme = longueur (étirer). De méme
électricité = largeur (écarter); ce qui conduit Gilles Chételet a porter lattention sur
I'entour du deux des circuits de Volta.
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Figure 7T

Les boucles engendrées sont bien plus inquigtantes que les balances. Lhomme est
invité a se placer successivement de chaque colé d'un plan pour comprendre son
orientation. Ensuite il doit s'engager sur les spirales des solenoides d’Ampére, ef
puis se remelire & danser. Il est jeté dans le tourbillon, au mifieu des lignes de
force de Faraday, des engrenages et des entrelacs de Maxwell.

Figure 8
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Que lui faut-il pour dominer 'espace ? Jusqu'ol s’élever pour pressentir “Ventour du
noeud”?

Figure 9

Au contraire des images qui ont vite défiié, le livre de Gilles Chdtelet est précis.
Mathématicien de formation il décortique les textes clés des mathématiciens et
physiciens de Leibniz a Maxwell. Métaphysicien de vocation, il péirit ses concepts
dans la tradition philosophique serrée de Kant, Hegel, Heidegger. Ce livre se situe
dans une direction déja bien illustrée par Bachelard, Simondon, Foucault, Badiou,
Deleuze, Desanti, Villemin,
Ce n'est pas un livie d'histoire des sciences, ni un recueii d’informations
scientifiques, encore moins une dissertation rassurante; c¢’est un travail de
philosophie active, engagée dans la production scientifique actuelle. Or cette
production ne peut pas étre éirangére aux mouvements de la pensée.

Daniel Bennequin

Université Paris 7
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