HENRI CARTAN ET LES PROBLEMES DE COUSIN 9

Des problemes aux structures :
Henri Cartan et les problemes de Cousin

Renaud Chorlay!

Les structures ne sont immuables ni dans leur nombre ni dans leur essence;
il est tres possible que le développement ultérieur des mathématiques augmente
le nombre des structures fondamentales, en révélant la fécondité de nouveaux
axiomes, ou de nouvelles combinaisons d’axiomes, et on peut d'avance escomp-
ter des progres décisifs de ces inventions de structures (...). ([2] p.45)

Ainsi Nicolas Bourbaki soutient-il, dans son texte sur [|'Architecture des
mathématiques, que les structures ne sont pas seulement des outils d'organisation
et de clarification d'un divers mathématique donné par ailleurs; bien plus, I'in-
vention de structure s'ajoute a la gamme des gestes du mathématicien au travail.
Rien dans ce texte célébre ne laisse toutefois entrevoir comment I'on invente des
structures, ni en quoi cela contribue directement a la résolution de problemes. Le
cas du travail de Henri Cartan sur les « problémes de Cousin » éclaire remarqua-
blement bien cet aspect : c'est a partir d'une famille de problemes bien connus
en théorie des fonctions analytiques de plusieurs variables complexes que Cartan
introduit en 1940-44 une nouvelle structure, qui sera décrite quelques années plus
tard comme celle de faisceau analytique cohérent. La rencontre, en 1952, entre
cette ligne de recherche et une cohomologie des faisceaux jusque la développée
dans un cadre plus purement topologique marque une étape importante dans le
développement des mathématiques au XX¢ siecle.

Des problemes qui résistent

Cartan présente ainsi, dans une note aux Comptes Rendus de 1934, les deux
« problemes de Cousin » :

— Premier probléme de Cousin

On suppose que le domaine considéré D est recouvert a l'aide d'une infinité
dénombrable de domaines partiels D; intérieurs a D, et que, dans chaque D;, on a
défini une fonction méromorphe f; ; on suppose en outre que, chaque fois que deux
domaines D; et D; ont une partie commune Dj;, la différence f; — f; est holomorphe
dans Dj;. On se propose de trouver une fonction F, méromorphe dans D, et telle
que, dans chaque D;, la différence F — f; soit holomorphe.

— Deuxiéme probléme de Cousin

Mémes hypothéses que pour le premier, sauf que les f; sont remplacées par des ¢;
holomorphes (dans D;), et que, dans chaque Dj;, le quotient ¢; : ¢; est supposé
holomorphe et jamais nul. On se propose de trouver une fonction ¢, holomorphe
dans D, et telle que, dans chaque D;, le quotient @ : ; soit holomorphe et non
nul. ([3] p.1285).

1 Post-doctorant auprés de la Chaire d'excellence senior ANR Ideals of Proof (Professeur

Michael Detlefsen), rattaché a I'équipe REHSEIS (UMR 7219 CNRS — Université Paris VII).
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10 R. CHORLAY

On peut formuler les problemes plus géométriquement, en disant qu’'on cherche
dans le premier cas une fonction méromorphe de singularités données, dans le
second cas une fonction holomorphe de lieu des zéros donné (avec multiplicités).
A ces deux problemes s'ajoute le « probleme de Poincaré » : peut-on mettre toute
fonction méromorphe dans un domaine D sous forme de quotient de deux fonctions
holomorphes dans D ? Poincaré avait résolu le probleme par I'affirmative dans le
cas D = C?, dans un article de 1883 [25]. Il généralisait ainsi au cas de deux
variables d'un théoreme démontré récemment pour une variable par Weierstrass.
Reposant sur des techniques de théories du potentiel annoncant sa méthode du
balayage, la démonstration de Poincaré consistait a résoudre le deuxieme probleme
de Cousin pour C? : si F est la fonction méromorphe donnée, le probleme de
Poincaré est résolu si I'on sait construire une fonctions holomorphe G telle que FG
soit holomorphe dans c? ; construire G, c'est construire une fonction holomorphe de
lieu de zéros donné (avec multiplicités), correspondant au lieu singulier de F. Ainsi
dans un domaine ou le second probleme de Cousin admet toujours une solution, le
probléme de Poincaré est toujours résoluble.

C'est Pierre Cousin qui, dans sa these soutenue en 1895 [13], formule pa-
rallelement les trois problemes et démontre qu'ils sont toujours résolubles dans
les polycylindres® de dimension finie quelconque. La restriction a ce type de do-
maines lui permet de s'appuyer essentiellement sur des techniques relatives aux
fonctions d'une seule variable complexe ; un logarithme permet de passer de I'étude
du premier probléme de Cousin (probleme additif) a celle du second (probléme mul-
tiplicatif), pour peu qu'on arrive a contrdler la multiformité. Ces théoremes sont
rapidement intégrés dans les monographies de référence sur la théorie des fonc-
tions de plusieurs variables complexes, par exemple dans I'article de synthése que
W.F. Osgood rédige en 1901 pour I' Encyclopadie der mathematischen Wissenschaf-
ten [24].

Il semble que Cousin ait été un peu optimiste sur son contrdle de la multi-
formité des fonctions auxiliaires introduites au moyen d'un logarithme complexe,
mais le défaut de son argumentation n’est apparu qu'assez tard, et indirectement :
en travaillant sur le probléeme de Poincaré (avec hypotheése de coprimalité), T.H.
Gronwall trouve en 1913 un contre-exemple aux résultats de Cousin. Un travail
d'analyse des preuves de Cousin, mené avec Osgood, conduit en 1917 a la conclu-
sion suivante [16] : la démonstration relative au premier probleme est valide; la
démonstration relative au second probleme (d'ou dérive la solution du probléme
de Poincaré) n'est valide que dans les polycylindres dont au plus I'une des com-
posantes n'est pas simplement connexe. Dans le cas contraire, non seulement la
démonstration de Cousin introduit des fonctions auxiliaires multiformes 1a ot Cou-
sin pensait avoir éliminé toute multiformité, mais le théoreme n’est tout simplement
pas valide : Gronwall peut alors exhiber son contre-exemple au théoreme de Poin-
caré (avec coprimalité) dans le produit de deux surfaces annulaires (1 < |z| < 2).

Dans la note de 1934 citée plus haut, un des objectifs de Cartan était de re-
prendre cette famille de problémes dans des domaines plus généraux que les polycy-
lindres, ou I'« on s'apercoit que les théorémes de Cousin ne sont pas vrais pour tous

2« polycylindre » désigne un produit d’ouverts ; chaque variable complexe peut donc varier dans

« son » domaine, indépendamment des autres.
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HENRI CARTAN ET LES PROBLEMES DE COUSIN 11

les domaines, mémes simplement connexes » ([3] p.1286). Pour ces domaines non
polycylindriques, Cartan cherche a remplacer I'intégrale de Cauchy par '« intégrale
de Weil » [28]. Cartan et Weil reconnaissent toutefois bientét que son existence
n'est pas suffisamment assurée au dela de domaines définis par des inégalités po-
lynomiales : le cas des domaines d'holomorphie3, visé par Cartan, semble hors
d'atteinte.

La longue résistance des problémes de cette famille est illustrée par la synthése
que H. Behnke et K. Stein rédigent en 1937 pour I'union des mathématiciens
allemands. L'accumulation de questions ouvertes, de résultats partiels, d'exemples
et de contre-exemples élémentaires ou complexes est résumée en fin d’article par
le tableau suivant ([1] p.192) :

Cousin 1 | Cousin 2 | Poincaré | Moglich ?
1+ - + +
2 + + - -
3 + - + -
4 + - - +
5 - + + +
6 - + - -
7 - - + +
o] - . - T
La ligne 2, par exemple, se lit ainsi : il est impossible que les problemes de

Cousin 1 et 2 soient universellement résolubles (i.e. pour toutes données) dans
un domaine et que le théoreme de Poincaré n'y soit pas universellement résoluble
(c’est le classique Cousin 2 = Poincaré). La ligne 5 indique qu'on dispose d’'un
exemple de domaine dans lequel Cousin 2 est universellement résoluble, mais pas
Cousin 1.

Les premieres percées importantes sur le front des problemes de Cousin viennent
du Japon, avec K. Oka. C'est Cousin 1 qui cede le premier. Oka évite le recours a
I'intégrale de Weil en décrivant ses domaines rationnellement convexes comme des
sous-variétés analytiques de polycylindres (ce « truc » jouera un réle plus loin), et
établit que Cousin 1 est universellement résoluble dans ces domaines [20]. L"approxi-
mation des domaines d'holomorphie par des domaines rationnellement convexes
permet de leur étendre ce résultat en 1937 [21].

On savait depuis le travail de Gronwall que les choses n'étaient pas si simples
pour Cousin 2. Quelque semblables que puissent paraitre les deux problémes, la to-
pologie du domaine joue un rdle dans le second qu’elle ne semble pas jouer dans le
premier... quant a savoir quel role exactement, peu d'éléments sont disponibles en
1937 encore; la tactique de Gronwall et Osgood avait été d’ajouter des hypothéses
de simple connexité (sur toutes les composantes du polycylindre, sauf au plus une)
pour éviter les problémes topologiques plus que pour les étudier. C'est Oka [22] qui
apporte les premieres lumiéres sur ces délicates questions, en étudiant les liens entre

3 Cartan présente la notion de « domaine d'holomorphie » de la maniere la plus directe : « le

domaine total d’existence d'une certaine fonction holomorphe » [3] p.1286.
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12 R. CHORLAY

Cousin 2 et son analogue purement topologique (le « probléme généralisé ») : trou-
ver une fonction continue de lieu de zéros localement donné par I'annulation d’une
fonction continue*. Le probleme généralisé étant purement topologique, I'étude du
lien entre les deux problemes permet de cerner le role de la topologie. Oka démontre
en 1938 que « Quand D est un domaine d'holomorphie, s'il existe une solution
non-analytique, les solutions analytiques le sont aussi » (entendre : existent aussi
[22] p.8); ainsi, dans un tel domaine, non seulement Cousin 2 comporte un élément
topologique, mais il est essentiellement topologique. Une condition nécessaire et
suffisante a |'existence d'une solution continue est alors formulée par Oka en termes
de « zéros balayables » ([22] p.15) : un tel lieu de zéros 3 dans D est balayable
s'il existe un lieu de zéros continu dans D x [0, 1] de restriction 3 dans D x {0},
et de restriction vide dans D x {1}°.

Du probleme a la structure

Henri Cartan reprend I'étude de Cousin 2 dans deux articles, ou plutdt un article
en deux parties : Sur les matrices holomorphes de n variables complexes [4], ldéaux
de fonctions analytiques de n variables complexes [5]. Il 'y introduit une nouvelle
structure en mathématiques — celle d'idéal de fonctions holomorphes — et définit
un programme de recherche, celui de « I'étude globale des idéaux de fonctions
holomorphes ».

L'énoncé des problemes de Cousin avait été remarquablement stable depuis Cou-
sin. C'est par une reformulation a saveur algébrique que Cartan ouvre ses articles :
«(...) Construire une fonction holomorphe ayant des zéros donnés dans un domaine
donné. » |l faut, bien entendu, préciser ce qu'on entend par « zéros donnés ». Nous
appellerons donnée de Cousin dans un domaine D la donnée, en chaque point x
de D, d'une fonction £, holomorphe au point x, ces fonctions satisfaisant a la
condition suivante : tout point a de D possede un voisinage V' dans lequel f; est
holomorphe et en tout point x duquel le quotient f,/f; est holomorphe et # 0.
Cette derniére condition exprime que, dans |'anneau des fonctions holomorphes
au point x, f, et f, engendrent le méme idéal. Le probleme posé par Cousin est
alors : pour toute donnée de Cousin dans le domaine D, existe-t-il une fonction
f, holomorphe dans D, telle que, pour tout point x de D, le quotient f/f, soit
holomorphe et # 0. ([5] p.149)

Ainsi formulé, Cousin 2 apparait comme un représentant d'une famille beaucoup
plus large de problemes : « Remarquons a ce propos que le “deuxiéme probléme
de Cousin? se rapporte a I'étude globale des idéaux qui ont, au voisinage de
chaque point, une base formée d’une seule fonction. En dehors de ce cas par-
ticulier, on n'a pas encore abordé, me semble-t-il, I'étude globale des idéaux. »
([4] p-2). L'étude, nous dit Cartan, n'a pas a se restreindre aux idéaux princi-
paux, ou, géométriquement parlant, aux sous-variétés analytiques de codimension
(complexe) 1.

4 Pour obtenir un analogue continu du probleme analytique, Oka suppose que le lieu des zéros
est d'intérieur vide ([21] p.9).

5 Cette reformulation est due 3 H. Cartan, dans : Oka K., 1984. Collected papers (R. Remmert
(ed.), R. Narasimhan (trans.)), Springer, NY, 1984.
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HENRI CARTAN ET LES PROBLEMES DE COUSIN 13

Les liens avec les problemes de Cousin sont multiples. Bien siir, on voit dans
la citation précédente que la nouvelle structure est introduite a partir d'une refor-
mulation de ce que sont les « données de Cousin », mais deux autres liens sont a
signaler. Premiérement, le nouveau programme de recherche vise I'étude d’un cer-
tain nombre de questions générales telles que : une fonction holomorphe sur une
sous-variété analytique d'un domaine d’holomorphie est-elle toujours la restriction
d'une fonction holomorphe sur ce domaine? Si une famille finie de fonctions ho-
lomorphes définies sur un domaine d'holomorphie est sans zéro commun, I'idéal
qu’elle engendre dans I'anneau des fonctions holomorphes contient-il 1 (Nullstel-
lensatz analytique, que Cartan décrit comme un analogue de Cousin 2 pour une
sous-variété analytique vide et non de codimension 1) ? Ces deux problemes pro-
viennent de I'étude des problémes de Cousin : le premier a été soulevé par le « truc »
d'Oka; du second dépend la démonstration de I'existence de I'intégrale de Weil.

Deuxiemement, Cartan isole dans les méthodes de démonstration communes
a Cousin et Oka une « opération élémentaire » : « pour passer de données lo-
cales a une existence globale, on procéde a des assemblages successifs de mor-
ceaux » ([5] p.151). Cette étape élémentaire de recollement est triviale en co-
dimension 1 mais repose dans le cas général sur un lemme de prolongement de
matrices holomorphes de déterminant nulle part nul : c'est a la démonstration de
ce lemme central qu'est consacré I'article de 1940.

Ainsi, la reformulation en partie algébrique d'un probléme ancien et résistant
(Cousin 2) permet-elle de définir un nouveau programme de recherche qui, bien
que formulé comme étude de la nouvelle « structure », englobe une large famille
de problémes classiques, et repose sur la généralisation d’un pas de démonstration
déja familier.

L'étude de cette nouvelle structure abstraite conduit a deux types de questions.
Premierement, et c'est bien la I'enjeu de I'étude « globale », on doit étudier le lien
entre |'idéal (ou le module) de fonctions holomorphes sur un domaine donné et la
famille des idéaux « ponctuels » ® qu'il induit en chaque point; ou encore, on doit
étudier le lien entre les idéaux associés a deux domaines, I'un inclus dans |'autre.
Cartan souligne a ce propos I'aspect suivant :

Toute fonction holomorphe sur E peut étre considérée comme une fonction
holomorphe sur n'importe quel ensemble E’ contenu dans E. Il en résulte que tout
idéal sur E engendre un idéal sur E’, lorsque E’ C E ; il importe de ne pas confondre
ces deux idéaux : le second se compose de toutes les combinaisons linéaires finies, a
coefficients holomorphes sur E’, des fonctions du premier idéal. Ainsi, un idéal porte
en puissance une foule d'idéaux, un sur chaque sous-ensemble de E. ([5] p.153)

Il s’en faut de beaucoup que les fonctions de I'idéal engendré sur un sous-
domaine soient de simples restrictions de fonctions holomorphes dans E ; ce que
I'on sait, c'est que les fonctions de I'idéal engendré sont combinaisons linéaires a
coefficients holomorphes dans E’ de restrictions de fonctions holomorphes dans E.

Dans des termes qui ne sont pas ceux de Cartan en 1940-44 : le changement
6 La notion d'anneau des fonctions holomorphes en un point, ou associée 3 un sous-domaine,
n'est pas explicitée en 1940. Elle I'est en 1944, sans que des notions de limites inductives ou
d’anneau local soient utilisées. La notion de limite inductive est par contre explicitement utilisée
en 1950 ([7] p.31).
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14 R. CHORLAY

de domaine implique un changement d'anneau de base, et c’est la que réside la
question fondamentale. On doit aussi noter que cette reformulation des problemes
de Cousin affecte aussi la notion de solution au probleme de Cousin. Dans le
probléme classique, une solution a Cousin 2 était une fonction holomorphe (de zéros
donnés); dans le nouveau cadre, une solution est un idéal de fonctions globales de
lieu de zéros donné : le probleme est affaibli, on admet les solutions formées de
familles finies de fonctions globales.

Une deuxieme famille de questions nait dans le cadre abstrait de I'étude de
structure. Lorsqu'une « donnée de Cousin » est définie a partir d'un recouvrement
ouvert, la famille d'idéaux ponctuels vérifie automatiquement une propriété qui
n'est pas contenue dans la définition d'une famille d'idéaux ponctuels de fonctions
holomorphes. Comme Cartan le note en 1950, « (...) avant de pouvoir faire le
passage du local au global, il faut approfondir les propriétés locales, c'est-a-dire
voir comment les propriétés ponctuelles s'organisent localement » ([7] p.30). C'est
ici qu’il introduit la notion abstraite de cohérence :

Définition. Soit £ un ensemble quelconque de I'espace a n dimensions com-
plexes, et soit g un entier > 1 donné une fois pour toute. Supposons qu'a chaque
point x de E ait été attaché un module M, (a g dimensions) de fonctions holo-
morphes au point x. Nous disons que les modules ponctuels M, forment un systeme
cohérent, si tout point a de E possede un voisinage V sur lequel existe un module
(2 g dimensions) qui, en tout point x de l'intersection V N E, engendre le module
ponctuel M. ([5] p.156)

En 1944, Cartan reconnait qu'il n'a pas réussi a démontrer la cohérence de ce
que nous nommerions le faisceau des relations entre un nombre fini de fonctions
holomorphes dans un domaine ([5] p.160). Ces questions de cohérence s'imposent
comme un chantier prioritaire : la cohérence du faisceau associé a une sous-variété
analytique est démontrée par Cartan en 1950 [7]; celle du faisceau des relations
par Oka [23]. Dans ce dernier article (rédigé en 1948 par Oka alors qu'il connaissait
I'article de Cartan de 1940 mais pas celui de 1944) contient la version « Oka »
de la structure introduite par Cartan : celle d'« idéal holomorphe de domaines
indéterminés ».

Fibrés, faisceaux

A partir de 1945 les questions de topologie algébrique passent au premier plan

dans les travaux de Cartan, sans interaction directe avec le programme de re-
cherche en théorie globale des idéaux de fonctions holomorphes. L’article Méthodes
modernes en topologie algébrique [6] marque cette réorientation; les deux traits
« modernes » soulignés par Cartan sont d'une part le recours a I'homologie de
Cech — qui permet de définir des invariants pour des espaces topologiques a partir
de recouvrements ouverts, sans passer par des complexes et des triangulations —
et, d'autre part, la formulation d'un unique théoreme central algébrique en termes
de suite exacte longue de groupes’.
7 Le terme de « suite exacte longue » est anachronique. Il n'y a pas non plus de fleches
dans la présentation de Cartan en 1945 : il décrit une « suite de représentations canoniques...
7 (F),T7(E),T"(U), T"~Y(E),I""1(E)... » (ol U = E—F) et explique le lien, pour trois groupes
consécutifs, entre des images et des éléments annulés ([6] p.6).
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HENRI CARTAN ET LES PROBLEMES DE COUSIN 15

Les problemes de Cousin ne demeurent pas entiérement intouchés par la vague
topologique, mais la premiére rencontre réelle n'est peut-étre pas celle qu'on ima-
gine. Dans une conférence de 1950 a I'lCM sur les Probléemes globaux dans théorie
des fonctions analytiques de plusieurs variables complexes, Cartan présente une
nouvelle formulation de Cousin 2 :

Une donnée de Cousin dans B définit un nouvel espace topologique E que voici :
un point de E sera, par définition, un couple (z,f) formé d'un point z de B et
d'un élément générateur f de I'idéal principal /I, attaché au point z; on identifiera
les couples (z,f) et (Z/,f') si z = Z' et si le quotient f/f’ (qui est holomorphe
et # 0 au point z) est égal a un au point z. Faisons opérer, dans cet espace E,
le groupe multiplicatif C* des nombres complexes # 0. (...) Dans le langage de la
topologie moderne, E est un espace fibré principal, de groupe C*, ayant B pour
base. L'hypothése selon laquelle les idéaux /, forment un systeme cohérent exprime
que chaque fibre posséde un voisinage isomorphe au produit U x C* d'un ensemble
ouvert U de B par la fibre C*; ceci permet de définir, sur E, une structure de
variété analytique-complexe. (...) On voit aussitdt qu'une solution du probleme de
Cousin définit une section analytique de cet espace fibré. (...) Ainsi, pour que le
probleme de Cousin ait une solution (...) notre espace fibré E doit &tre trivial;
(18] p.161)

Quoique cette structure d'espace fibré principal ait été introduite par Ehres-
mann et Feldbau quelques années auparavant [14], c’est a André Weil que Car-
tan doit cette reformulation de probléemes classiques au moyen de la notion de
fibré. C'est du c6té de la géométrie algébrique que Weil commencait a introduire
systématiquement les structures de fibré (la variété de base étant munie de la to-
pologie de Zariski) pour reformuler des problémes classiques et établir des ponts
avec la topologie. On en trouve une trace dans la conférence de 1949 intitulée
Fibre-spaces in Algebraic Geometry [29]. Notons que dans cette formulation du
probléeme de Cousin, la notion de solution redevient la notion classique : on cherche
une fonction (maintenant vue comme section d'un fibré) et non un idéal de I'an-
neau des fonctions globales. Autre avantage : |'existence d’une question purement
topologique sous-jacente a la question analytique apparait ici en toute clarté.

Ce n'est qu'un peu plus tard qu’a lieu la rencontre réelle avec la cohomologie
des faisceaux®. On doit constater que le programme de recherche sur les idéaux de
domaines indéterminés ne se coulait pas directement dans le cadre de la cohomolo-
gie des faisceaux. Quelque « structural » qu'il ait été, le cadre proposé par Cartan
en 1940-44 n'introduisait aucune notion de morphisme entre modules analytiques;
aucune notion d'image, de noyau ou de quotient n'intervenait, ne serait-ce que dans
la définition du faisceau des relations. On peut faire I'hypothése suivante : I'intro-
duction d'anneaux ou de modules quotients aurait fait quitter le sol « concret » des
familles de « vraies » fonctions, qui, dans la théorie de 1940-44, sont les éléments
des idéaux et modules. Du c6té des faisceaux c'est déja le schéma général de mesure
de I'inexactitude a droite du foncteur des sections qui organise |'exposé, comme

8 |l ne peut étre question de retracer ici en quelques lignes I’ histoire des débuts de la cohomologie

des faisceaux sur la période 1945-1952 ; nous renvoyons aux études de référence sur ce point ([15],
[18], [19]). Par ailleurs, soulignons que le choix du travail de Henri Cartan comme fil directeur
de la narration nous conduit a passer sous silence les travaux allemands de la méme période, en
particulier ceux de K. Stein.
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16 R. CHORLAY

on le voit dans le séminaire Cartan de 1950-51, consacré aux cohomologies des
groupes et des faisceaux.

Des extraits de la correspondance entre Cartan et Serre montrent le lien en train
de se faire, au printemps 1952. Dans une lettre datée du 30 avril 1952 ([27] p.278),
Serre reformule les problemes de Cousin au moyens des faisceaux (de modules)
des fonctions holomorphes et méromorphes, ainsi que des faisceaux (de groupes
multiplicatifs) des fonctions holomorphes (inversibles) et méromorphes (non nulles).
Il énonce la condition de résolubilité de Cousin 1 et 2 en termes d'annulation de
certains H' et énonce encore comme une conjecture I'annulation des H" (n > 2)
du faisceau structural pour un domaine d’holomorphie. Le truc classique consistant
a utiliser une exponentielle pour relier les deux problémes de Cousin est aussi repris
sous forme de suite exacte, les aspects purement topologique étant capturés dans
H?*(X,Z).

Ces conjectures sont devenues des théoremes lorsque Cartan et Serre rédigent
a I'automne 1952 les derniers exposés du séminaire Cartan consacré aux fonctions
analytiques de plusieurs variables complexes. Le théoreme A consiste en une refor-
mulation dans le langage des faisceaux (mais pas de la cohomologie des faisceaux)
du principal résultat du programme né en 1940 :

Théoreme A. Soit X une variété de Stein®, ou un compact d'une variété de
Stein identique a son enveloppe. Soit F un faisceau analytique cohérent sur X.
Alors, pour tout point x € X, l'image, dans le Oy-module I, du module des
sections H°(X, 1), engendre I, pour sa structure de module sur Oy. ([10] p.7)

Quoique ce soient les mémes outils mis au point par Cartan qui permettent de
démontrer le théoreme B, I'idée de travailler au-deld de H! semble &tre celle de
Serre :

Théoréme B. Soit X une variété de Stein, ou un compact d'une variété de Stein
identique a son enveloppe. Soit F un faisceau analytique cohérent sur X. Alors les
modules de cohomologie H9(X, F) sont nuls pour tout entier g > 1. ([10] p.7)

Dans I'exposé consacré aux applications de ces théorémes, Serre reformule les
probléemes de Cousin en termes de surjectivité de I'application entre espaces de
sections globales d'un faisceau et d'un faisceau quotient : un classique « systéme
de parties principales » est interprété comme une section du faisceau quotient
M/O, ou M est le faisceau des germes de fonctions méromorphes, et O faisceau
structural ([26] p.2) ; un diviseur (non nécessairement positif) est interprété comme
une section globale du faisceau quotient G/F, ou G est le faisceau multiplicatif des
germes de fonctions méromorphes, et F celui des germes de fonctions holomorphes
inversibles ([26] p.11).

Dans cette rencontre entre les deux lignes de recherche — théorie des idéaux
de fonctions analytiques d'une part, cohomologie des faisceaux d’'autre part — il
semble que la premiére apporte les questions et la seconde les réponses. Il faut

toutefois souligner que c’est la premiére qui apporte la notion de cohérence, ainsi
9 Dans [9] : Apres avoir défini la notion d’enveloppe d’holomorphie K d’'un compact K, Cartan
appelle variété de Stein une variété analytique complexe E, réunion dénombrable de compacts,
et satisfaisant aux trois conditions : (/) « tout compact K C E posséde un voisinage ouvert
V tel que l'intersection V N K soit compacte », (B) les fonctions holomorphes sur E séparent
les points, () tout point de E posseéde des coordonnées locales constituées par des éléments de
H(E), ot H(E) désigne I'ensemble des fonctions holomorphes sur E.
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que l'idée de changement d'anneau de base associé a un changement d'ouvert;
on voit I'importance de cette rencontre pour les développements ultérieurs de la
géométrie algébrique.

Concluons sur une note humoristique. Cartan et Serre présentent leur nou-
velle théorie lors du Colloque sur les fonctions de plusieurs variables complexes,
a Bruxelles en mars 1953. R. Remmert rapporte qu'aprés avoir entendu leurs ex-

posés, un auditeur allemand aurait commenté :

« Nous avons des arcs et des fleches; les Francais, eux, ont des tanks. » 1°
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Divers aspects des opérations de Steenrod!

Jean Lannes

a Henri Cartan

Dans les deux premiers paragraphes on analyse les structures de I'homologie et
de la cohomologie singulieres a coefficients dans Q ou F, (attention le deuxieme est
un peu technique!). Au troisieme on montre les opérations de Steenrod en action
dans deux questions de topologie algébrique, le probleme de I'invariant de Hopf
un et la conjecture de Sullivan sur les points fixes homotopiques. Dans le dernier
paragraphe on traite brievement de la définition des opérations de Steenrod et de
la démonstration de leurs propriétés essentielles.

1. Structure de I'homologie singuliere

Le foncteur « n-ieme groupe d'homologie » H,, n € N, associe a un espace
topologique X un groupe abélien H,X et a une application continue entre es-
paces topologiques f : X — Y (ou plutdt a une classe d’homotopie d'une telle
application) un homomorphisme de groupes abéliens f, : H,X — H,Y.

Soit k un anneau commutatif; on introduit plus généralement des foncteurs
Hn(X; k) et H"(X; k) (appelés respectivement groupes d'homologie et de cohomo-
logie a coefficients dans k) a valeurs dans la catégorie des k-modules. Si le groupe
additif de k est sans torsion, on a H,(X; k) = k ®z H,X; si k est un corps le
k-espace vectoriel H"(X; k) est dual du k-espace vectoriel H,(X; k).

On note H*(X; k) le k-module gradué {H"(X; k) } nen. En fait H*(X; k) possede
une structure plus riche que celle de k-module gradué : c'est une k-algebre graduée

1 Ce texte a déja été publié a I'occasion de la journée annuelle 1997 de la SMF consacrée a

Henri Cartan.
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