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Divers aspects des opérations de Steenrod!

Jean Lannes

a Henri Cartan

Dans les deux premiers paragraphes on analyse les structures de I'homologie et
de la cohomologie singulieres a coefficients dans Q ou F, (attention le deuxieme est
un peu technique!). Au troisieme on montre les opérations de Steenrod en action
dans deux questions de topologie algébrique, le probleme de I'invariant de Hopf
un et la conjecture de Sullivan sur les points fixes homotopiques. Dans le dernier
paragraphe on traite brievement de la définition des opérations de Steenrod et de
la démonstration de leurs propriétés essentielles.

1. Structure de I'homologie singuliere

Le foncteur « n-ieme groupe d'homologie » H,, n € N, associe a un espace
topologique X un groupe abélien H,X et a une application continue entre es-
paces topologiques f : X — Y (ou plutdt a une classe d’homotopie d'une telle
application) un homomorphisme de groupes abéliens f, : H,X — H,Y.

Soit k un anneau commutatif; on introduit plus généralement des foncteurs
Hn(X; k) et H"(X; k) (appelés respectivement groupes d'homologie et de cohomo-
logie a coefficients dans k) a valeurs dans la catégorie des k-modules. Si le groupe
additif de k est sans torsion, on a H,(X; k) = k ®z H,X; si k est un corps le
k-espace vectoriel H"(X; k) est dual du k-espace vectoriel H,(X; k).

On note H*(X; k) le k-module gradué {H"(X; k) } nen. En fait H*(X; k) possede
une structure plus riche que celle de k-module gradué : c'est une k-algebre graduée

1 Ce texte a déja été publié a I'occasion de la journée annuelle 1997 de la SMF consacrée a

Henri Cartan.
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commutative; en d'autres termes, on dispose d'un produit bilinéaire associatif
H*(X; k) x H*(X; k) — H*(X;k), noté (u,v) — u — v, avec v — u =
(=1)lullvly — v, | | désignant le degré d'un élément de H*(X; k).

Pour k = Q, c'est la fin de I'histoire. On peut donner un sens a |'assertion
suivante : la cohomologie rationnelle ne possede pas de structure plus riche que
celle de Q-algebre graduée commutative (nous trichons un petit peu, il faut plutét
considérer ici la structure de coalgebre de I'homologie, voir paragraphe suivant).

Pour k = IFp,, I'histoire continue. On se limitera aujourd’hui au cas p = 2.

1.1. Opérations de Steenrod en cohomologie modulo 2

Il existe des applications naturelles (les carrés de Steenrod)
Sq' : H"(X;F,) — H™ (X; )
vérifiant les propriétés suivantes :
(1) Sq’:(u—i— v) =Sq'u+Sq'v;
2) Sq'u =0 pour i > |ul;
3) Sql¥lu=u < u;

6) Sq' Xu = XSq'u, ¥ désignant I'isomorphisme naturel, de degré un, de I'ho-
mologie (réduite) d'un espace (pointé) vers I'homologie (réduite) de sa suspension ;
(7) Sq'(u— v) = Z Sq/u — Sq*v (formule de Cartan);
k=i
(8) Sq?Sq” = ZC (b_c_l) Sq*Tb7¢Sq° pour a < 2b (relations d’Adem).

)
)
)
5) Sq%u = 0u, B désignant I'homomorphisme de Bockstein;
)
g
)

a—2c
(Les relations d’Adem ont été démontrées indépendamment, et par des méthodes
tres différentes, par J. Adem et H. Cartan.)
On montre que les carrés de Steenrod sont caractérisés par leur naturalité et les
propriétés (2), (3), (4) et (7).

1.2. La catégorie des A-algebres instables

Une Fy-algebre graduée commutative (dont le produit est noté —) munie
d’opérations Sq' vérifiant les propriétés (8), (4), (2), (7) et (3) ci-dessus est
appelée une A-algeébre instable. La notation A désigne ici |'algébre de Steenrod,
c'est-a-dire la Fr-algébre graduée quotient de la F-algebre tensorielle en des
« indéterminées » Sq' de degré i par les relations d’Adem et la relation Sq° = Id ;
le mot instable fait référence aux propriétés (2) et (3). Les A-algebres instables sont
les objets d'une catégorie, notée IC, dont les morphismes sont les homomorphismes
de F»-algebres graduées commutant aux opérations de Steenrod.

On a tout fait pour que H*(X;F,) soit une A-algébre instable. De méme
H.(X;Fy) est une A-coalgebre instable; nous ne décrirons pas en détails cette
structure, disons simplement que la duale d'une A-coalgebre instable est naturelle-
ment une A-algeébre instable. Cette fois encore il est impossible d'aller plus loin. Au
prochain paragraphe nous donnerons un sens a |'assertion suivante : I'homologie
modulo 2 ne posséde pas de structure plus riche que celle de A-coalgebre instable.
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2. Structures de la cohomologie rationnelle et de la cohomologie
modulo 2 (suite et fin)

Afin de préciser les assertions du paragraphe précédent concernant la cohomo-
logie rationnelle ou modulo 2 d'un espace nous avons besoin d’introduire la notion
de comonade sur une catégorie.

2.1. Les notions de monade et comonade sur une catégorie

Soit &y la catégorie des Q-espaces vectoriels gradués E = {E"},en dont le
degré est noté en exposant; les Q-algebres graduées commutatives sont les objets
d'une sous-catégorie de £y que l'on note Kg. Le foncteur oubli O : Ko — &g
admet un adjoint a gauche, le foncteur « algebre symétrique » (version graduée)
Sym : &g — Kq; soit M le foncteur composé O o Sym : &g — Eg. L'endofoncteur
M est une « monade » de & : on dispose de deux transformations naturelles
p:MoM — Metn:ldg, — M vérifiant des axiomes analogues a ceux que
vérifient la multiplication et I'élément neutre d'un monoide (associatif avec élément
neutre), voir [5]. Un « M-objet » de &g est un objet E muni d'un Eg-morphisme
h: M(E) — E vérifiant des axiomes analogues a ceux que vérifient I'action d'un
monoide sur un ensemble, voir [5]; les M-objets sont de fagon évidente les objets
d’une sous-catégorie de £g. On constate ici que cette sous-catégorie coincide avec
Kq : on dit que la sous-catégorie Kq de la catégorie £g est définie par la monade M.

Autres exemples. Soit k un anneau, I'endofoncteur k Q), — de la catégorie des
groupes abéliens posséde une structure de monade et la sous-catégorie corres-
pondante est celle des k-modules. De méme la catégorie des groupes peut étre
définie par une monade de la catégorie des ensembles.

La notion de comonade est duale (au sens cette fois des catégories) de celle de
monade ; comme précédemment a une comonade d’'une catégorie est associée une
sous-catégorie.

Revenons maintenant a I'homologie rationnelle ou modulo 2. Nous notons :

- &, (resp. £9) la catégorie des Fx-espaces vectoriels (resp. Q-espaces vectoriels)
gradués E = {E,} nen dont le degré est noté en indice (nous sommes parfaitement
conscient de ce que les catégories £@ et £2 sont équivalentes!) ;

- K. (resp. K2) la catégorie des A-coalgebres instables (resp. des
Q-coalgebres graduées commutatives).

On vérifie que les sous-catégories K, et KU des catégories &, et £2 peuvent
étre définies par des comonades.

Soit H la catégorie homotopique des espaces topologiques (ses objets sont les
espaces topologiques et ses morphismes sont les classes d'homotopie d'applications
continues). Pour pouvoir formuler ce qui va suivre on distingue (provisoirement)
les foncteurs homologie modulo 2 définis sur H et a valeurs respectivement dans
E. et K, par les notations H.(—;Fy) et H$(—;F2); on introduit de méme la
notation H¢(—; Q). Le foncteur H.(—;F2) : H — &, est donc le composé du
foncteur Hé(—;F2) : H — K. et du foncteur oubli K. — &, ; méme chose pour
I'nomologie rationnelle. En fait ces factorisations sont optimales :
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Théoreme 1. Soit C une sous-catégorie de EQ définie par une comonade. Si
le foncteur H.(—; Q) : H — EQ est le composé d’un foncteur F : H — C et du
foncteur oubli C — E2 alors K2 est une sous-catégorie de C et le foncteur F est
le composé du foncteur Hé(—; Q) : H — K2 et du foncteur oubli K€ — C.

Mutatis mutandis,

Théoreme 2. Soit C une sous-catégorie de &, définie par une comonade. Si
le foncteur H,.(—;F2) : H — &, est le composé d'un foncteur F : H — C et du
foncteur oubli C — &, alors K, est une sous-catégorie de C et le foncteur F est le
composé du foncteur HE(—;F2) : H — K. et du foncteur oubli KK, — C.

Indications sur les démonstrations. Les démonstrations de ces deux théoremes
sont formellement les mémes. Cependant, I'ingrédient essentiel, le calcul de la co-
homologie rationnelle (resp. modulo 2) des espaces d'Eilenberg-Mac Lane K(Q, n)
(resp. K(F2, n)), coiite moins cher dans le cas de I'homologie rationnelle; dans
les deux cas, ce calcul est dii a J.-P. Serre. Ci-dessous on traite seulement de
I’'hnomologie modulo 2.

Soit E un objet de &, on montre qu'il existe un espace topologique K(E) (K(E)
est un espace d'Eilenberg-MaclLane « généralisé »), dépendant fonctoriellement
de E, possédant les propriétés (1) et (2) ci-apres.

(1) L'ensemble Hom (X, K(E)) (il s'agit donc de I'ensemble des classes d'ho-
motopie d’'applications continues de X dans K(E) que I'on note aussi [X, K(E)])
est fonctoriellement en bijection avec I'ensemble Homg, (H.(X;F2), E).

Soit O : K. — &, le foncteur oubli. Ce foncteur admet un adjoint a droite
que l'on note G : &, — K, ; K, est définie par la comonade O o G de &,. Soient
¢ Ho(K(E); F2) = O(HS (K(E); F2)) — E le £.-morphisme correspondant a Idy g
via la bijection de (1) et 7 : HS(K(E);F2)) — G(E) le K,-morphisme adjoint. Le
calcul de Serre évoqué ci-dessus se reformule ainsi :

(2) Le K.-morphisme I est un isomorphisme.

Le théoreme résulte maintenant formellement de (1) et (2). Nous n'en dirons
pas plus (nous avons déja infligé trop de jargon catégorique au lecteur!). Le lec-
teur désireux d'achever la démonstration pourra s'inspirer de la démonstration de
I'implication (i) = (ii) du théoréeme de Beck que I'on trouve dans le livre [5].

3. Les opérations de Steenrod en action

3.1. Le probleme de I'invariant de Hopf un

Le « probléme de I'invariant de Hopf un » peut se formuler de la facon suivante :
soit n > 1 un entier. Existe-t-il un espace dont la cohomologie modulo 2 est iso-
morphe, en tant que F-algebre commutative graduée, a une « algébre polynomiale
tronquée » de la forme Fp[u]/u® avec u de degré n? On voit que la réponse est
positive pour n = 1,2,4,8 en exhibant les plans projectifs P2(R), P2(C), P, (H)
et P>(Ca) (Ca pour Cayley). Le fait que la réponse soit négative pour toute autre
valeur de n est le fameux théoreme de J.F. Adams :
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Théoreme 3. Soit n > 1 un entier. S'il existe un espace dont la cohomologie
modulo 2 est isomorphe, en tant que Fy-algébre commutative graduée, a une
algébre polynomiale tronquée de la forme Fy[u]/u® avec u de degré n, alors n est
égalal, 2,4 ou8.

A I'origine Adams a démontré ce théoréme en utilisant, entre autres, certaines
relations dans |'algebre de Steenrod ; la « bonne » démonstration, découverte peu
de temps aprés par Adams et Atiyah, utilise les opérations d'Adams en K-théorie
qui sont a cette théorie ce que sont les opérations de Steenrod a la cohomologie
modulo 2.

Cependant Adem, a I'aide des seules opérations de Steenrod, avait auparavant
obtenu le résultat partiel suivant :

Théoreme 4. Soit n > 1 un entier. S'il existe un espace dont la cohomologie
modulo 2 est isomorphe, en tant que Fy-algébre commutative graduée, a une
algébre polynomiale tronquée de la forme Fy[u]/u® avec u de degré n, alors n est
une puissance de 2.

Ce théoréme est un corollaire de la proposition suivante :

Proposition 5. Soit n > 1 un entier. La Fy-algébre commutative graduée
Falu]/u® avec u de degré n admet une structure de A-algébre instable si et
seulement si n est une puissance de 2.

Démonstration du « seulement si ». Si Fa[u]/u® admet une structure de
A-algebre instable alors on a u?> = Sq"u. Par ailleurs, les relations d'Adem
montrent que si n n'est pas une puissance de 2 alors Sq” est une combinaison
linéaire de Sq’Sq’ avec i et j strictement positifs. Comme Fo[u]/u® est zéro en
degrés strictement compris entre n et 2n, il en résulte Sq"u = 0. Contradiction.

Nous terminons ce sous-paragraphe par une illustration du fait que les opéra-
tions de Steenrod commutent a la suspension (relation (6) du paragraphe 1).

Soient X1, X3, X4 et Xg les quatre plans projectifs évoqués ci-dessus. L'espace
X, est obtenu en « accrochant » une boule B?" 3 la sphere S” par une application
h : S27~1 — S" que I'on appelle I'application de Hopf. Soit r un entier, puisque
I'opération de Steenrod Sq” : H"(X,,; F2) — H2"(X,; F2) est non triviale, il en est de
méme pour Sq" : H™ (2 X,; Fa) — H2"T7(27X,,; F,), ¥ X, désignant la r-ieme
suspension de I'espace X, ; on en déduit que la r-ieme suspension de |'application
de Hopf, Xh : §27~1+7 — S™+r est homotopiquement non triviale pour tout r.

3.2. Autour de la conjecture de Sullivan

Dans les années 80 I'algébre de Steenrod a a nouveau joué un réle-clé dans la
solution de la conjecture de Sullivan sur les points fixes homotopiques [6][3][2][1][4]
et dans les développements qui en ont résulté.
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Soit X un espace muni d'une action du groupe Z/2. L'espace des points fixes
homotopiques de cette action, que I'on note X"%/2 est |'espace des applications
continues Z/2-équivariantes de S dans X (la sphere S est la limite directe
des spheres S”, elle est munie de I'action antipodale). A la fin des années 60, D.
Sullivan avait énoncé la conjecture suivante :

Si X est un CW-complexe fini alors I'application canonique de I'espace X%/2 des
points fixes ordinaires dans I'espace X"2/2 des points fixes homotopiques induit un
isomorphisme en homologie modulo 2.

Dans le cas ou l'action est triviale, la conjecture dit que |'application cano-
nique de X dans I'espace hom(P>°(R), X) des applications continues de I'espace
projectif infini P°(R) dans X induit un isomorphisme en homologie modulo 2. En
fait, H. R. Miller a montré que cette application canonique est une équivalence
d’homotopie [6].

Voici maintenant quelques résultats homotopiques reliés a cette théorie dont
la formulation fait intervenir |'algébre de Steenrod (on rappelle que K désigne la
catégorie des A-algebres instables) :

Théoreme 6. Pour tout espace simplement connexe X dont la cohomologie
modulo 2 est de dimension finie en chaque degré, I'application naturelle :

[P (R), X] — Homg (H*(X;F2), H* (P> (R); F2))
est une bijection.
Préthéoreme 7. I/ existe un endofoncteur T : K — K et une transformation
naturelle
T(H*(X;F2)) — H*(hom(P*(R), X); F2)

qui est un K-isomorphisme, pour tout espace X vérifiant des conditions raison-
nables.

Préthéoreme 8. Pour tout espace muni d'une action de 7Z./2, vérifiant des
conditions raisonnables, le IC-objet H*(X"2/2;T,) s'exprime fonctoriellement en
termes du K-morphisme H* (P> (R); F2) — H*(S%° xz,, X;F2).

Le lecteur trouvera une forme précise des énoncés 7 et 8 dans [4]. Leur
démonstration fait essentiellement intervenir les propriétés « magiques » de la
A-algebre instable H*(P>°(R); F,). Celle-ci est en fait facile a décrire :

- ona H*(P>(R); F,) = F,[t] avec t de degré 1, en tant que F»-algebre graduée
commutative ;

- I'action des carrés de Steenrod est déterminée par les propriétés (3), (2) et (7)
du paragraphe 1 : on obtient Sq’ t” = (7) t"*' (formule encore due & H. Cartan).
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4. Indications sur la définition des opérations de Steenrod
et la démonstration de leurs propriétés

Introduisons tout d'abord quelques notations :

Soit G un groupe discret. On note BG I'espace classifiant de G ; BG est donc
un espace connexe pointé dont le groupe fondamental est égal a G et dont le
revétement universel, que I'on note EG, est contractile. En particulier BZ/2 a le
type d’homotopie de P°(R).

Soient m un entier et X un espace topologique, on note G, le m-ieme groupe
symétrique et on pose 6,X = EG,, xg,, X™.

Soit s un entier. On note

As : B(Z/2)s X X — 625X

une « diagonale de Steenrod ». Cette application est induite par la diagonale ordi-
naire X — X2 et le plongement (Z/2)° < G,s déterminé par une numérotation
des points de (Z/2)°; on vérifie que la classe d"homotopie de A, est indépendante
de cette numérotation.

Venons-en maintenant a la théorie des carrés de Steenrod. Celle-ci repose es-
sentiellement sur I'énoncé suivant (voir [7]) :

Théoreéme 9. Soient m et n deux entiers. Soient :

= Qm : H'(X;TF2) — H™(X™:F,) l'application naturelle u — u x u x ... X u,
m fois u ;

- p : H™(GnX;F) — H™(X™,Fy) l'application naturelle induite par le
revétement EG,, x X™ — 6, X.

Il existe une unique application naturelle
Pm:H'(X;F2) = H™ (& X; Fa)

telle que I'on a Q, = po Pp,.

On rappelle que I'on a H*(BZ/2; F,) = [F,[t] avec t de degré 1; compte tenu de
la formule de Kiinneth, H*(BZ/2 x X; F>) s'identifie donc a I'anneau de polynémes
H*(X;F2)[t]. On définit les Sq'u comme les « coefficients » de AjP,u :

n
AlPyu = Z Sq'u t"
i=0

Le fait qu'il n'y ait pas au second membre de mondmes de degré stricte-
ment supérieur a n tient a ce que toute application naturelle de H”(—;F,) dans
H"’(—; IF,) avec n’ < n est nulle; on peut s'en convaincre par exemple en observant
que toute classe d’homologie singuliere de degré n est par définition « portée » par
un CW-complexe de dimension n.

La propriété (1) du premier paragraphe est conséquence de la relation
Pa(u+ v) = Pau+ Pav +tr(u x v), tr désignant I'application naturelle définie par
le transfert du revétement double ES;, x X? — &,X.

La propriété (3) résulte de la factorisation Qa = p o Py de I'énoncé 9. La pro-
priété (2) devient une convention.
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La formule de Cartan est conséquence de la relation Pa(u — v) = Pou — Pyv.
La formule de Cartan implique également (6).

Enfin les relations d’Adem se démontrent en faisant appel a la diagonale de
Steenrod Aj. Donnons quelques détails. On observe que I'on dispose d'une appli-
cation naturelle v : G,6,X — G4X et que I'on a v*Psu = P,Pou. On en déduit,
identifiant cette fois H*(B(Z/2)% x X;[F2) a H*(X;F2)[t1, to] :

A3Pau =" Sq"Sq2u 2 N (t(t + 1))" 2 .
1502
Les relations d’Adem résultent de ce que le second membre doit étre symétrique en
t; et t. Ce dernier point est impliqué par le fait suivant : pour tout automorphisme
a de (Z/2)? I'application A, o (Ba x Id) est homotope 3 Aj.
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