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Une transformation conforme est un difféomorphisme qui préserve les angles
(en tout point la différentielle étant par conséquent la composée d'une rotation
et d'une homothétie). Dans son sens original, la géométrie conforme étudie les
propriétés géométriques qui sont préservées par les transformations conformes. Ce
sujet de recherche a connu de nombreux développements au cours des 30 derniéres
années. Le livre d'Alice Chang forme une version rédigée d'un cours qui a été donné
pour les étudiants de niveau Master 2 de I'ETH de Ziirich. Il constitue en quelque
sorte une introduction a la géométrie conforme. L'approche développée dans ce
livre est essentiellement analytique : c’est I'un des attraits et |'une des richesses de
cet ouvrage, montrer comment aborder des problemes de géométrie conforme en
utilisant des techniques d’'analyse. Nous allons donner quelques exemples afin de
mieux faire comprendre de quoi il s'agit.

Deux métriques g et g’ sur une variété compacte et lisse (M, g) de dimension
n > 2 sont dites conformes si g’ = e®g ol ¢ est une fonction lisse. La classe
conforme de g est donc I'ensemble de toutes les métriques pouvant s'écrire de
cette facon. Il est maintenant classique que I'opérateur de Laplace-Beltrami A,
est un opérateur géométrique naturel au sens ou celui-ci véhicule de nombreuses
propriétés géométriques (on prendra garde au fait qu’ici I'opérateur de Laplace-
Beltrami est I'opposé de celui considéré par les analystes, de telle fagon que toutes
ses valeurs propres sont positives ou nulles). Si on prend le cas d'une surface
I'opérateur de Laplace-Beltrami est conformément covariant au sens ol pour g
et g’ deux métriques conformes ( g’ = e¥g) on a Ay = e ¥g. De plus on a
une relation tres simple qui relie la courbure de Gauss K pour la métrique g a la
courbure de Gauss K,/ pour la métrique g’ :

Ag(p —+ Kg = Kg/e¢.

En intégrant cette relation sur la surface on s'apercoit immédiatement que la quan-
tité [ Kgdv, est constante sur une classe conforme donnée. En fait, la formule de
Gauss-Bonnet nous dit que c’est méme un invariant topologique.

En dimension plus grande que 2, le méme genre de relation d'invariance conforme
est vraie mais pour un opérateur (d'ordre 2) légérement différent du laplacien,

Hn-) Ag + Scaly. On a, si g = e?g,

n

opérateur appelé laplacien conforme [, =
pour tout ¢ € C>®(M)

Le(p) = e T Ly (e"7p) .
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D'une fagon plus générale, on dira qu'un opérateur Az dépendant de la métrique
est conformément covariant de bi-degré (a, b) si, sous le changement conforme de
métrique & = e*"g, les opérateurs Az et A; sont reliés par la relation

Az() = e P A (e™p), Vo€ CP(M).

Un opérateur d'ordre 4 particulierement intéressant fut découvert en 1983 par S.
Paneitz. Cet opérateur défini sur les variétés de dimension 4 est donné par

2
Py = Aégp — divg <35ca/gg — 2Ricg> dop.
Cet opérateur est conformément covariant de bidegré (0,4), i.e. si & = e g
Pe(p) = e ™ Pg(p), Ve C(M).

L'opérateur de Paneitz sur les variétés de dimension 4 présente beaucoup de simili-
tudes avec I'opérateur laplacien sur les surfaces. Sur une variété de dimension 4 on
a Pew +2Q, = 2Qze*", ol Q, est I'invariant de courbure défini par (on appelle
souvent Qg la Q-courbure) Qg = 75 (—AScaly + Scal? — 3|Ricg|?). L'analogie
entre K et @ est encore plus flagrante si on considere la formule de Gauss-Bonnet.
Sur une surface on a

27?)((M):/MKgdvg,

ol x(M) est la caractéristique d'Euler-Poincaré de M. En dimension 4, on a
1
(1) 4y (M) = /M (8 Weyl, |2 + Qg> dvg.

Il faut noter que, puisque |Wey/g|2 dvg est invariant par changement conforme,
c'est le terme Qg dv, qui mesure le changement conforme. Notons aussi que compte
tenu de la formule de Gauss-Bonnet et de I'invariance conforme de |Wey/g|2 dvg,
la quantité [,, Qgdv, (que I'on note en général kp) est un invariant conforme.

Le livre d'Alice Chang couvre ces sujets d'une maniére introductive. La premiére
partie de I'ouvrage porte sur I'étude de problémes de géométrie conforme sur les
surfaces, en particulier le probleme de I'uniformisation. Bien que la premiére preuve
qui en fut donnée reléve de I'analyse complexe (preuve due a Poincaré, Koebe et
Weil, et récemment une preuve simplifiée a été donnée par Demailly), la preuve
qu’Alice Chang donne est celle due a Osgood, Philipps et Sarnak, preuve utilisant
la fonction ¢ associée aux valeurs propres de I'opérateur de Laplace-Beltrami et la
recherche de métriques extrémales pour la fonctionnelle associée. La seconde partie
de son ouvrage porte sur la généralisation a des opérateurs d'ordre supérieur ou égal
a 4 (opérateur de Paneitz sur les variétés de dimension 4 par exemple). La encore, en
s'appuyant sur des travaux de Branson et Orsted elle introduit la fonction ¢ associée
a ces opérateurs et aborde les problémes de recherche de métriques extrémales (par
exemple la recherche d'une métrique extrémale ayant une Q-courbure constante).
L'accent est mis, dans cette partie, sur le role central que joue l'invariant kp
dans ces problémes. L'ouvrage aborde aussi, bien que de maniére plus marginale,
le cas des opérateurs différentiels de degré plus élevé et covariants conformes de
bidegré (a, b). Enfin la troisieme partie porte sur I'étude des fonctions symétriques

SMF — Gazette — 114, octobre 2007



LIVRES 63

lides a certains tenseurs. Par exemple si on regarde le tenseur de Schouten Az =

. 1 \ . . . .
Ricg — gRg-g (ol R/.cg es'F le tenseur de RI-CCI de. g et R, la courbure scalfalre)
sur une variété de dimension 4, on peut voir celui-ci comme un endomorphisme
symétrique sur |'espace tangent de la variété et considérer ses 4 valeurs propres J; ;
dans ce cas on définit la deuxieme fonction symétrique par

O'Q(Ag) = A2 + M3+ A1t Ag + A3 + Ao + A3 )hg.

0 possede des propriétés remarquables et I'ouvrage d'Alice Chang nous en propose
quelques exemples (essentiellement en dimension 4, avec par exemple une preuve
complete de |'existence d'une métrique a courbure de Ricci strictement positive
dans une classe conforme donnée sous I'hypothése que la courbure scalaire de la
variété est strictement positive et que kp est strictement positif).

L'ouvrage d'Alice Chang est écrit avec une tres grande clarté et constitue une
introduction idéale pour tous ceux qui voudraient s'initier a I'analyse non linéaire
sur les variétés. L'ouvrage n'a comme seul défaut d'étre trop court... Mais il semble
que ce soit la régle dans cette collection.

Zindine Djadli,
Université Joseph Fourier, Grenoble
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Les processus de fragmentation et de coalescence stochastiques décrivent des
systemes d'objets qui se disloquent ou coagulent de facon aléatoire et répétée au
cours du temps. Le présent ouvrage est le premier a se concentrer sur |'étude de
tels processus, ol I'un de ces phénomeénes a lieu (mais non les deux a la fois) d'une
facon markovienne. Les hypothéses de base faites sur les modéles considérés sont
que :

— Les différents objets ne sont représentés que par leur taille (masse,
diameétre,...). Ceci exclut toute structure spatiale ou géométrique, et corres-
pond a I'hypothése de « champ moyen » en physique.

— Pour le cas de la fragmentation, les processus vérifient une propriété de
branchement : les différents objets présents a I'instant t se disloquent de facon
indépendante les uns des autres apres t.

— Pour le cas de la coalescence, la fagon dont un groupe d'objets coagule ne
dépend que des caractéristiques de ce groupe (nombre et tailles des objets) et non
du reste du systéme.

L'auteur donne un panorama des principaux modeles vérifiant ces hypotheses
et dépendant d'un petit nombre de parameétres, en fonction desquels certains
phénomenes typiques sont mis en évidence. Ainsi, Bertoin part de I'étude des
chaines de fragmentation (chapitre 1), ol chaque objet reste dans le méme état
pendant un temps strictement positif avant de se fragmenter. Un outil crucial est
que l'on dispose dans ce cas d'une notion discrete de généalogie du processus.

Afin de procéder a la description de modeles plus complexes, ou cette notion
de généalogie disparait, il est nécessaire de développer différentes notions de
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partitions aléatoires, dont la notion de partition échangeable des entiers est la plus
cruciale. Ceci est I'objet du chapitre 2. Sont alors introduites les fragmentations
échangeables (chapitre 3), ou les dislocations peuvent se produire sit6t apres la
formation des objets. Le chapitre 4 porte sur |'étude des processus de coalescence
échangeables, dont la construction présente de fortes analogies avec celle des
fragmentations échangeables. Enfin, le cinquiéme et dernier chapitre porte sur les
coalescents stochastiques, ou des paires d'objets fusionnent a des taux dépendant
des masses des objets, et sur les relations existant entre ces processus et la célebre
équation de coagulation de Smoluchowski.

La littérature portant sur ces modeles et leurs ramifications forme un volume tres
important. Par souci de clarté et de pédagogie, |'auteur a choisi de présenter pour
chacun de ces modeles les théoréemes fondamentaux et quelques applications, afin
de permettre au lecteur de se faire facilement une idée des nombreuses méthodes
impliquées dans leur étude. A la fin de chaque chapitre se trouve une abondante
section de notes bibliographiques qui sont un précieux guide pour le lecteur désireux
d'en apprendre plus sur un point particulier. L'ouvrage ne contient pas d'introduc-
tion a la théorie des probabilités, et s'adresse donc a un lecteur ayant déja de
bonnes notions dans ce domaine, disons de niveau M2. Le texte est cependant
« auto-contenu », et rappelle au moment voulu les définitions et propriétés des
chalnes de Markov de saut pur, des subordinateurs, des lois de Poisson-Dirichlet
et de la théorie de Kingman des partitions échangeables, qui sont nécessaires a
I'exposé.

Nous donnons un rapide apercu linéaire des résultats. Dans le chapitre 1, les
processus de fragmentation considérés sont tels que chaque fragment a un temps
de vie strictement positif, au terme duquel il se brise en plusieurs morceaux, non-
nécessairement en nombre fini. Ces processus peuvent se décrire par le biais de
chaines markoviennes branchantes, ou les objets du systeme sont décrits par un
élément de

Si:{s:(sl,s%...):sl2522...>0et lims; = 0}

donnant la suite de leurs tailles. A chaque paire (a,v) ol @ € R et v est une mesure
finie sur St portée par les suites s telles que s; < 1, Bertoin associe un processus
de fragmentation auto-similaire d'indice « et de mesure de dislocation v, dont la
dynamique est la suivante. Chaque fragment de taille x laisse place avec un taux
égal 3 v(S1)x™ 3 une famille de fragments de tailles xs;,j > 1, ol s est une suite
tirée aléatoirement selon la mesure v/v(S'). On note (X(t),t > 0), ou X(t) =
(X1(t), Xa(t),...) € 8!, le processus ainsi construit. Une définition différente, ins-
pirée des cascades multiplicatives de Mandelbrot, en est également donnée, utilisant
un systeme de marques aléatoires sur I'arbre généalogique constitué par I'ensemble
des mots d'entiers. Bertoin base son étude des chaines de fragmentations sur des
méthodes issues de I'étude des marches aléatoires branchantes et des cascades
multiplicatives. Ainsi, sous I'hypothése malthusienne d'existence d'un p* > 0 et de
p > 1 tels que
P

1-5"s" | v(ds) =0 et / 2 | v(ds) < oo,
L (1= e [ (o) vids

i>1 i>1
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I'auteur introduit une martingale intrinséque et une notion de lignée généalogique
marquée au hasard. Ces deux principaux outils permettent de déterminer le com-
portement des chaines de fragmentation en fonction des paramétres « et v. Lorsque
a < 0, les petits fragments tendent a étre détruits plus vite, ce qui entraine un
emballement du systéme et une surprenante propriété de formation de poussiére :
tous les fragments sont de taille nulle au bout d’un temps fini. Quand o = 0, les
tailles des fragments décroissent a vitesse exponentielle, ce qui est mis en évidence
par le comportement en temps grand de la mesure

Pt = ZXi(t)p 61_‘*1 log X;(t) *

i>1

Cette derniére tend a se concentrer en une masse de Dirac, tandis que dans I'échelle
t=1/2, les logarithmes des tailles des fragments se répartissent de facon gaussienne
autour de la valeur typique, un phénomene déja observé par Kolmogorov dans des
cas simples. Dans le cas a > 0, les tailles des fragments décroissent comme ¢t~ ¢,
et non plus a vitesse exponentielle. Le chapitre se conclut par |'étude de martin-
gales additives et les résultats de grandes déviations pour p; qui s’en déduisent,
permettant I'étude de fragments atypiquement grands ou petits.

Le chapitre 2 se penche sur les relations qu'entretiennent trois notions différentes
de partitions (de masse, d'intervalle ou des entiers). L'élément le plus important
est la théorie de Kingman, montrant qu'une partition aléatoire des nombres entiers,
invariante par I'action des permutations, est déterminée par la loi des fréquences
asymptotiques (masses) de ses blocs. Cette derniere est une loi sur I'ensemble P,
des partitions d'une masse unité, c'est-a-dire le sous-ensemble de S' formé des
éléments de somme au plus 1. Le chapitre décrit également une famille importante
de partitions de masse aléatoires, obtenues via une partition de l'intervalle (0,1)
induite par un subordinateur, ce qui permet en particulier de définir les lois de
Poisson-Dirichlet a deux parameétres. Ce chapitre est une excellente introduction
a ces lois classiques et aux manieres de calculer avec elles, et contient également
quelques résultats moins connus de continuité en loi pour les réordonnements des
partitions de masse biaisés par la taille (Proposition 2.3) et pour les partitions
échangeables en fonction de leurs fréquences asymptotiques (Proposition 2.9).

Dans le chapitre 3, Bertoin introduit les fragmentations échangeables, qui sont
en quelque sorte I'analogue des chaines de fragmentation du chapitre 1 mais dans
le cas ou la mesure v peut étre infinie. L'idée mafltresse est une méthode de
« discrétisation de I'espace », consistant a jeter a I'origine des temps des marques
aléatoires indépendantes Uy, Us, ... sur I'objet se fragmentant, puis a définir un
processus échangeable a valeurs dans les partitions des entiers, dont les blocs a
I'instant t sont constitués des indices des marques se retrouvant dans un méme
sous-objet de I'objet initial. Les masses des sous-objets se retrouvent en prenant
les fréquences asymptotiques des blocs de la partition au temps t. Ceci impose
néanmoins une restriction importante, qui est que les fragmentations ne peuvent
étre que conservatives ou dissipatives, c'est-a-dire que la masse totale des objets
du systéme ne peut que décroitre au cours du temps (on parlera a présent de masse
des objets plutdt que de leur taille). Les fragmentations échangeables sont donc
a valeurs dans les partitions de N, et sont invariantes par |'action des permuta-
tions. Les fragmentations dites homogénes (II(t),t > 0) sont telles que sachant
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II(t) = 7, I'évolution de IT au-dela du temps ¢ s'obtient en intersectant (fragmen-
tant) chaque bloc de 7 avec une copie indépendante de II. La propriété cruciale
est que I'étude de ces processus se ramene a celle des restrictions II|j, de IT aux n
premiers entiers. L'étude des taux de transition de ces chaines restreintes permet
de classifier les lois des fragmentations échangeables homogenes en fonction d'un
couple (c,v), ou

— ¢ > 0 est un parameétre d'érosion déterminant le taux auquel des singletons
aléatoires se détachent de chaque fragment : ceci correspond a un phénomeéne
de « fonte » continue des fragments, qui n’existait pas dans les cas étudiés au
chapitre 1

— v(ds) est une certaine mesure o-finie sur Py, gouvernant, comme au cha-
pitre 1, le taux auquel un objet de masse x se disloque soudainement en fragments
de masses xs1, XSy, . . ..

Bertoin donne une construction poissonnienne des fragmentations homogenes, qui
rappelle fortement la décomposition de Lévy-1td des processus de Lévy, et montre
la propriété de Markov des fragmentations de masses qui leur sont associées.
L'évolution du fragment marqué est également étudiée, et se décrit comme un
subordinateur multiplicatif dont les caractéristiques dépendent de fagcon simple de
v et c. En utilisant une notion de ligne d’arrét, on peut enfin construire une fa-
mille de fragmentations échangeables auto-similaires d'indice « en partant de la
construction des fragmentations homogenes, qui sont celles pour lesquelles o = 0,
et en effectuant des changements de temps cohérents dans I'évolution des différents
fragments. Le chapitre s'achéve par une loi des grands nombres pour la mesure em-
pirique p; généralisant celle prouvée au chapitre 1.

Le chapitre 4 étudie les coalescents échangeables, dont la caractérisation
présente de nombreuses similarités avec les fragmentations échangeables. Bertoin
commence par introduire le coalescent de Kingman, intervenant dans la limite du
modele de population de Wright-Fisher. Pour ce coalescent, toutes les collisions
font intervenir deux fragments, pris uniformément au hasard parmi toutes les
paires de fragments. C'est a nouveau un argument de restriction des partitions
aux premiers entiers qui permet de faire partir ce processus d’'un nombre infini
de blocs. Plus généralement, un coalescent échangeable (TI(t),t > 0) est un
processus échangeable tel que sachant TI(t) = 7, I'évolution de II apres le temps
t s'obtient en coagulant les blocs de 7 a I'aide d'une copie indépendante de II.
Ici, la coagulation Coag(m,n’) d'une partition 7 par 7’ est la partition obtenue
en numérotant les blocs de 7 en 7y, 7,... et en prenant les réunions des ;
dont les indices sont dans le méme bloc de 7/. Comme pour les fragmentations
échangeables, la loi d'un coalescent échangeable se caractérise par un couple
(c,v), ol

— ¢ > 0 est le taux auquel chaque paire de blocs fusionne, et correspond a une
partie « coalescent de Kingman », et

— v est une mesure o-finie sur Py, qui détermine les coagulations soudaines
et simultanées : avec un taux v(ds), on prend une partition échangeable 7" avec
fréquences asymptotiques s, et on fait sauter le processus de I'état m a I'état
Coag(m, ).

Il est ensuite donné une représentation des coalescents dits « simples », pour les-
quels v est portée par les éléments s tels que s, = 0, a |'aide de flots de ponts. Ici,
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un pont est un processus croissant de [0, 1] dans lui-méme, valant 0en O et 1 en 1,
a accroissements échangeables. Par un procédé d'approximation, partant d'un coa-
lescent ou la mesure v est finie, il est montré comment on peut construire un flot
aléatoire (B, 4/, —00 < t < t’' < 00) de tels ponts, tels que le processus des sauts de
(Bo,¢, t = 0) vus comme processus a valeurs dans P, est le processus des masses du
coalescent simple associé a v. L'un des intéréts des coalescents est qu'ils peuvent
étre interprétés comme des modeles de population étudiés lorsque I'on retourne le
temps. On peut ainsi interpréter le flot de pont dual, (B_y _;, —0o < t <t/ < 00)
comme un modele de population, décrit comme processus a valeurs mesures qui
généralise les processus de Fleming-Viot, et dont les propriétés de fixation (situation
ou la population a l'instant présent descend d'un unique ancétre) sont étudiées.
Enfin, le chapitre se termine par I'étude du coalescent de Bolthausen-Sznitman, qui
apparait entre autres dans I'étude de verres de spin (modéle GREM), et dont le flot
de ponts associé s'exprime en termes de ponts de subordinateurs stables, faisant
intervenir des propriétés notables de « composition » et de dualité coalescence-
fragmentation des lois de Poisson-Dirichlet.

Enfin, le chapitre 5 se penche sur I'étude de processus de coalescence d'objets
massifs, ol chaque paire d'objets de masses x, y fusionne en un unique objet a un
taux x(x, y), pour une fonction k symétrique et positive, ce qui peut étre vu comme
généralisation du coalescent de Kingman (k(x,y) = 1). Cependant, les méthodes
employées sont tres différentes, du fait de I'absence de structure échangeable. A
priori, un tel processus n'est correctement défini que si le systéme d’objets est fini.
Le résultat fondamental de cette partie est que si le noyau k vérifie des conditions
de type « Lipschitz-local » : pour tout a > 0, il existe ¢, > 0 tel que

k(6 y) = (Y S callx =X+ ly =y, xy,x.y €0,4a],

alors il est possible de construire un tel processus issu de n'importe quel état
initial, avec masses s; > s, > ... de limite nulle et de somme finie, et ce processus
s'obtient par approximation par des systémes finis. Le chapitre se poursuit par
I'obtention de limites hydrodynamiques lorsque le noyau k est sous-multiplicatif,
k(x,y) < xy. Précisément, on considere le processus (X[K(t),t > 0) issu de k
objets de masse 1 et donnant a I'instant t les masses des différents objets contenus
dans le systeme, rangés par ordre décroissant. Si

1
00 = Card (i > 1: XMt/ =x),  x>1

est la concentration des objets de masse x a I'instant t/k, alors pour 0< t <1, ngk](x)
converge dans L? lorsque k — oo vers une fonction déterministe (n:(x), x €N, t > 0)
qui est solution de I'équation de Smoluchowski :

x—1

;y L m)(x = V)l x = ).

dn;(x)
dt

= —n(x) Z ne(y)r(x, y) +

yeN

La preuve repose sur une construction remarquable du coalescent multiplicatif
k(x,y) = xy en termes du graphe d'Erdds-Rényi, et un argument de couplage
du coalescent sous-multiplicatif avec le coalescent multiplicatif. Le livre s'acheve
avec |'étude du coalescent additif x(x, y) = x+y, que |'on peut construire, partant
de n objets de masse 1, a I'aide d'un processus de foréts coalescentes a n sommets.
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Ceci permet de construire le coalescent additif standard, issu au temps —oo d’ob-
jets de masses infinitésimales. La boucle est bouclée par le fait que le processus
renversé en temps du coalescent additif standard est le processus des masses d'une
fragmentation auto-similaire échangeable (!) dont les caractéristiques («, c, /) sont
données explicitement.

Le lecteur aura sans doute pu se rendre compte de la grande richesse des
méthodes intervenant dans |'étude des processus de fragmentation et de coales-
cence. Un ouvrage donnant une introduction a ces méthodes et des structures
sous-jacentes était plus que nécessaire. Une remarquable efficacité pédagogique, un
style concis et limpide et une bibliographie tres fournie en feront certainement une
référence indispensable pour tout étudiant ou chercheur en probabilités intéressé
par I'étude de ces processus, qui interviennent dans de trés nombreux domaines
appliqués.

Gregory Miermont,
Université Paris-Sud
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